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Escritura docente, pluralidad y circulacién del
conocimiento en educacién matematica

Teacher Writing, Plurality, and the Circulation of
Knowledge in Mathematics Education

Apolo Castafieda | acastane@ipn.mx
Instituto Politécnico Nacional, CICATA Legaria,

Programa de Matematica Educativa

Mario Sanchez Aguilar | mosanchez@ipn.mx
Instituto Politécnico Nacional, CICATA Legaria,

Programa de Matematica Educativa

Enero de 2025 marcé el inicio de la publicacién de la Revista Ensefianza de
las Matematicas y Experiencias Docentes (REMED). Su aparicién
respondié a la ampliacién de un circuito académico ya consolidado, y
ademds, a la necesidad de abrir un espacio editorial orientado a la escritura
docente, entendida como ejercicio de reflexién publica sobre la prictica de
aula. Desde su primer nimero, la revista planted una linea editorial centrada
en la ensefianza de las matemiticas narrada, analizada y discutida por
quienes participan de forma directa en los procesos educativos, con textos
que emergen de la experiencia escolar y buscan una circulacién mds alld del
ambito inmediato donde se producen (Sinchez Aguilar & Castafieda,
2025).

REMED puede entenderse como una conversacién en curso que se
construye a través de sus nimeros y de las relaciones que se establecen entre
los textos publicados. Cada articulo incorpora una mirada situada sobre la
ensefianza de las matemiticas y, al hacerlo, entra en didlogo con otros
trabajos que parten de contextos escolares distintos, trayectorias
profesionales diversas y marcos teéricos variados. Esta articulacién progresiva

Castafieda, A., & Sdnchez Aguilar, M. (2026). Escritura docente, pluralidad y circulacion del conocimiento en
educacion matematica. Revista Ensefianza de las Matematicas y Experiencias Docentes, 2(1), 9-14.
https://doi.org/10.24844/REMED/0201.00



‘10 Apolo Castafieda y Mario Sanchez Aguilar

progresiva hace que la revista trace lineas de reflexién compartidas, sin
requerir una perspectiva dnica ni un enfoque dominante, lo que amplia el
campo de comprensién sobre los problemas asociados al aprendizaje
matemdtico. Esta pluralidad de voces mantiene cercania con el
planteamiento de la heteroglosia desarrollado por Bajtin, quien concibe el
sentido como resultado de la interaccién entre enunciados que conservan su
singularidad en un espacio discursivo comun (Bakhtin, 1981). Desde esta
perspectiva, la ensefianza de las matemdticas aparece como una prictica
atravesada por multiples formas de decir, interpretar y actuar, cada una
anclada en experiencias y realidades educativas especificas. La convivencia
de estas voces favorece un entendimiento més amplio del trabajo docente, al
permitir que distintas interpretaciones entren en relacién y se enriquezcan
de forma reciproca.

En este marco, ensefiar matemdticas se configura como una prictica que
implica reflexidn, escritura y discusién colectiva. La revista propicia ese
proceso al ofrecer un espacio editorial que pone en contacto experiencias de
aula, reflexiones curriculares y lecturas situadas de problemdticas
contempordneas. La construccién del conocimiento ocurre a través de este
intercambio, en el que cada texto aporta una posicién que dialoga con otras
y contribuye a un entendimiento compartido de los retos educativos
actuales, tal como se desprende de los trabajos publicados en su primer afio
(Sénchez Aguilar & Castafeda, 2025).

Desde esta perspectiva, el proyecto editorial se mantiene abierto a
perspectivas tedricas diversas y a formas distintas de aproximarse a la
ensefianza de las matemadticas. La inclusién de voces heterogéneas fortalece
la conversacién colectiva y amplia las posibilidades de interpretacién y
andlisis. En el marco dialégico propuesto por Bajtin, la revista asume que el
avance en la comprensién de los problemas educativos se construye
mediante la interaccién sostenida entre miradas distintas, reunidas en un
espacio comun de escritura y lectura compartida.

Desde su planteamiento inicial, la revista se dirige a docentes de
matemdticas como interlocutores centrales del proyecto editorial. Esta
decisién define su identidad y orienta el tipo de textos que circulan en cada
numero. A diferencia de publicaciones centradas en la evaluacién de
investigaciones bajo formatos metodolégicos estandarizados, la revista
prioriza la escritura que surge de la préctica profesional, del anlisis situado
y de la reflexién sostenida sobre el trabajo escolar. Esta orientacién reconoce
que el conocimiento sobre la ensefianza también se produce en espacios que
habitualmente permanecen fuera de los circuitos académicos dominantes.

Este posicionamiento dialoga con planteamientos que han cuestionado
la centralidad exclusiva de ciertos modos de produccién de conocimiento.

Revista Ensefianza de las Matemiticas y Experiencias Docentes, 2(1), 9-14
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Autores como Boaventura de Sousa Santos han sefialado que existen
saberes producidos en contextos periféricos que poseen legitimidad
epistemoldgica, aun cuando carecen de visibilidad en espacios académicos
tradicionales (Santos, 2010). Desde esta perspectiva, las voces que emergen
del aula, de la formacién docente y de trayectorias profesionales diversas
aportan interpretaciones relevantes sobre la ensefianza de las matemiticas,
al situar los problemas educativos en condiciones concretas de trabajo y
experiencia.

REMED se inscribe en esta linea al asumirse como un espacio
alternativo de circulacién y reflexién de saberes. En este sentido, la revista
asume que el desarrollo del campo educativo requiere espacios que
reconozcan la pluralidad de saberes y trayectorias profesionales. Al dirigirse
de forma explicita a los docentes de matematicas, el proyecto editorial busca
consolidarse como un lugar de interlocucién que amplia el horizonte de
discusién y contribuye a una comprensién mds compleja de los procesos de
ensefianza y aprendizaje en contextos reales.

El primer afio de publicacién se desarrollé bajo el esquema editorial
previamente definido de tres nimeros al afio, cada uno con un minimo de
cinco articulos. Los nimeros aparecidos en enero y junio siguieron una
estructura regular orientada a experiencias docentes, andlisis de prictica y
reflexiones didacticas, mientras que el nimero de octubre se organizé como
un volumen especial dedicado a la Nueva Escuela Mexicana.

El registro acumulado muestra mds de mil consultas en varios articulos,
con una relacién elevada entre visualizaciones de archivo y consultas de
resumen. La distribucién de la atencién presenta una concentracién
moderada. Un conjunto reducido de articulos retine una proporcién
importante de las consultas totales, en particular aquellos vinculados con
metodologias de ensefianza, inteligencia artificial en educacién matematica,
formacién docente y debates en torno a la Nueva Escuela Mexicana.

Este comportamiento del lector perfila intereses asociados a
problemiticas vigentes del trabajo docente y a la necesidad de interpretar
transformaciones curriculares y tecnoldgicas en curso. Al mismo tiempo, el
resto de los articulos mantiene niveles constantes de consulta, lo cual
muestra una circulacién amplia del conjunto del catilogo publicado. El
andlisis temporal de las consultas mensuales permite observar un
crecimiento sostenido a lo largo del afio editorial, con incrementos visibles
hacia el cierre de 2025 y el inicio de 2026.

Este comportamiento coincide con la publicacién del nimero especial
dedicado a la Nueva Escuela Mexicana y con la ampliacién del repertorio
de textos disponibles. La secuencia de lecturas muestra que la revista
comienza a consolidarse como un referente de consulta continua, mis que

Revista Ensefianza de las Matemiticas y Experiencias Docentes, 2(1), 9-14



12 Apolo Castafieda y Mario Sanchez Aguilar

como un espacio asociado unicamente a la aparicién puntual de cada
nimero (Figura 1).

Figura1
Estadisticas de REMED

La diversidad de enfoques, intereses y registros en los textos publicados
en REMED durante este primer afio remite a una caracteristica estructural
del campo de la educacién matemadtica. Es un dmbito heterogéneo que se
configura a partir de trayectorias profesionales distintas, preocupaciones
situadas y formas variadas de aproximarse a la ensefianza. La reflexién
colectiva que se construye en REMED se nutre de esa diversidad, mediante
la reunién de miradas que dialogan desde contextos escolares,
institucionales y formativos diferenciados.

Revista Ensefianza de las Matemiticas y Experiencias Docentes, 2(1), 9-14
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Esta pluralidad encuentra un soporte institucional en la Sociedad
Mexicana de Investigaciéon y Divulgacién de la Educacién Matematica.
Desde su origen, SOMIDEM ha promovido espacios de encuentro entre
docentes, formadores e investigadores, con el propésito de sostener el
intercambio y la discusién en torno a la ensefianza y el aprendizaje de las
matemdticas. REMED se inscribe como una expresién editorial de esta
vocacion, al ofrecer un espacio que articula voces provenientes de distintos
escenarios educativos y regiones del pais.

REMED responde a una légica colectiva. Su desarrollo involucra el
trabajo coordinado de editores asociados, revisores, consejo editorial, equipo
de edicién y maquetacién, asi como la participacién de autoras y autores
que confian sus textos al proyecto. Esta red de colaboracién define una
dindmica editorial rigurosa y configura a la revista como un espacio de
encuentro activo, orientado a la circulacién y discusién de ideas, mds que a
la exhibicién de productos cerrados.

En este sentido, REMED se configura como un espacio en permanente
movimiento que se construye a partir de la interaccién entre quienes
escriben, evaldan, editan y leen. La apuesta por reunir voces diversas
responde a la conviccién de que la comprensién de los problemas educativos
se fortalece mediante el intercambio sostenido y la construccién compartida
de sentido. La revista se proyecta asi como un lugar comin en el que la
pluralidad de experiencias y perspectivas encuentra condiciones para
dialogar y continuar ampliando la reflexién colectiva sobre la ensefianza de
las matematicas.

La puesta en marcha de un proyecto editorial implica decisiones que
trascienden la definicién de una linea tematica. Publicar una nueva revista
en un escenario con opciones consolidadas plantea preguntas sobre su
sentido, su lugar y su funcién dentro del campo educativo. REMED surgié
con una identidad clara, orientada a la escritura docente y a la reflexién
situada sobre la enseflanza de las matematicas, lo que requirié sostener esa
orientacién en cada fase del proceso editorial.

La edicién académica supone un trabajo constante de coordinacién,
revisién y toma de decisiones. Mantener procesos claros, criterios explicitos
y tiempos definidos demanda un esfuerzo sostenido por parte del equipo
editorial. A lo largo de este primer afio, la experiencia acumulada permitié
ajustar procedimientos, fortalecer la comunicacién con autores y revisores, y
afinar mecanismos de evaluacién acordes con el perfil de la revista. Estos
aprendizajes se construyeron a partir de la prictica editorial misma y del
didlogo interno entre quienes participan en el proyecto. Este recorrido
también permitié reconocer la importancia de sostener rigor editorial sin
perder coherencia con la identidad de la revista. La evaluacién de textos, la

Revista Ensefianza de las Matemiticas y Experiencias Docentes, 2(1), 9-14
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seleccién de dictaminadores y el acompafamiento de los procesos de
revisién requieren un equilibrio entre exigencia académica y reconocimiento
de formas diversas de escritura profesional. Este equilibrio constituye uno
de los aprendizajes centrales del primer afio y orienta las decisiones
editoriales hacia adelante.

El proyecto editorial que hoy se consolida tiene antecedentes que
remiten a reflexiones previas sobre la necesidad de abrir espacios para la
escritura docente en matemdticas. Las ideas planteadas por los editores hace
unos 20, sobre una posible revista, encontraron condiciones de maduracién
en la actualidad en un contexto distinto, con una comunidad dispuesta a
sostenerlas colectivamente. Este primer afio permitié confirmar la
pertinencia de ese planteamiento y sentar bases para una proyeccién mds
amplia.

De cara al segundo afio de publicacién, la experiencia acumulada se
traduce en objetivos editoriales definidos. Entre ellos se encuentra el
fortalecimiento de los procesos internos, la ampliacién de la visibilidad de la
revista y el avance hacia su incorporacién en indices reconocidos. Estas
metas se articulan con la conviccién de que REMED puede ocupar un
lugar relevante dentro del campo de la educacién matemdtica, con un perfil
propio y complementario al de otras publicaciones existentes. Mds que
ocupar un espacio ya trazado, el proyecto busca contribuir a un didlogo
necesario y sostenido sobre la ensefianza de las matemadticas.
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Resumen
En el presente se reporta una experiencia de ensefianza para el desarrollo de la
intuicién mediante una versién simplificada del modelo de correlacién lineal
para la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre con estudiantes de
tercero de secundaria. Se realizé un taller en una escuela secundaria de la Ciudad
de México, que consté de ocho sesiones de trabajo, con el objetivo de guiar a los
estudiantes desde sus intuiciones primarias hacia un andlisis mds formal mediante
el uso de un modelo de correlacién lineal. El disefio consider6 actividades dentro y
fuera del aula con el propésito de explorar el desarrollo del razonamiento
estadistico. Se parti6 del uso de tablas para la organizacién de datos y
representaciones graficas hasta llegar a la aplicacién del modelo de correlacién
lineal. El estudio se orient6 en analizar la pertinencia de su inclusién en el
programa de estudios en la educacién secundaria por la relevancia que tiene
para orientar la toma de decisiones. Los desafios que destacaron fueron el
tiempo destinado a la ensefianza del modelo, su aplicacién mediante tecnologia y
el disefio de materiales de trabajo con temas de interés para los alumnos que
favorezca la transicién de un pensamiento intuitivo a uno analitico.
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Abstract

This paper reports on a teaching experience aimed at developing intuition
through a simplified version of the linear correlation model for decision-
making in situations of uncertainty with third-year secondary school students.
A workshop was held at a secondary school in Mexico City, consisting of eight
working sessions, with the aim of guiding students from their primary intuitions
towards a more formal analysis using a linear correlation model. The design
included activities inside and outside the classroom with the purpose of exploring
the development of statistical reasoning. It began with the use of tables for data
organization and graphical representations and ended with the application of
the linear correlation model. The study focused on analyzing the relevance of its
inclusion in the secondary school curriculum due to its importance in guiding
decision-making. The challenges that stood out were the time allocated to
teaching the model, its application using technology, and the design of work
materials with topics of interest to students that would facilitate the transition
from intuitive to analytical thinking.

Keywords
Teaching, workshop, stochastic, correlation, secondary

Introduccién
La ensefianza y el aprendizaje de la probabilidad y estadistica permiten
apreciar y representar ciertos aspectos de la realidad de forma que puedan
ser analizados para tomar decisiones informadas (Chick & Pierce, 2012).
En el reporte Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics Education
(GAISE)(Franklin et al., 2005) se destaca que el desarrollo de un
razonamiento estadistico requiere de un largo proceso de aprendizaje para
adquirir las habilidades necesarias para desarrollar sensibilidad en la
apreciacion de eventos aleatorios y su representaciéon matemadtica. Tales
habilidades se fortalecen con la educacién formal. En una revisién de dos
libros de texto aprobados oficialmente en México para la ensefianza de la
probabilidad y estadistica en secundaria correspondientes a dos planes de
estudio diferentes, se observa una disminucién en los contenidos abordados
acerca de estos temas.

Por ejemplo, en el libro de Cuevas et al. (2014) de tercero de secundaria
se encuentran temas de estudio sobre estocdsticos, tales como anilisis y
representacién de datos estadisticos, escala de probabilidad, cilculo de
probabilidades de eventos mutuamente excluyentes, complementarios e
independientes, desviacién media y rango. En el texto “Saberes y
pensamiento cientifico” para el mismo grado escolar (Secretaria de
Educacién Publica, 2024a), en la seccién destinada al estudio de las
Matemiticas se encuentran Unicamente seis temas destinados a la ensefianza
de la probabilidad y estadistica para todo el curso, prescindiendo de temas
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como proporcionalidad, escala de probabilidad, tipos de eventos y andlisis
de variacién lineal, lo que limita la disponibilidad de elementos para la
obtencién de conclusiones y toma de decisiones. Como consecuencia de la
reduccién de contenidos, queda incompleta una base de conocimientos
para alcanzar un dominio por etapas cada vez mds avanzado.

Batanero et al., (2016) mencionan que en México la ensefianza de la
probabilidad se demora hasta el nivel de secundaria, debido a que a los
profesores de primaria se les dificulta la comprensién de estos temas y no se
consideran preparados para su ensefianza. Elizarrards (2023) hace referencia
a que en el nivel secundaria la ensefianza se enfoca en los temas de naturaleza
determinista mas que en aquéllos de cardcter estocdstico, limitando la
oportunidad de que los alumnos desarrollen desde la educacién bésica un
razonamiento estadistico que les permita analizar sucesos de naturaleza
aleatoria.

Con el interés de fomentar una formacién orientada a la toma de
decisiones en los estudiantes de secundaria, tomando en cuenta el
conocimiento y uso de técnicas estocdsticas, se disefi6 un “Taller de
investigacién educativa” para ser puesto en préctica con estudiantes del
tercer grado. El taller consider6 actividades para introducir a los alumnos en
la idea de azar y en la diferenciacién entre eventos aleatorios y
deterministas, un acercamiento a la estadistica descriptiva mediante la
lectura e interpretacién de datos en representaciones graficas para una y dos
variables, toma de datos y cilculo e interpretacién del coeficiente de
correlacién, orientado a la toma de decisiones. Se inicié el procesamiento de
la informacién a ldpiz y papel para generar un pensamiento critico y
reflexivo desde su recopilacién, procesamiento y andlisis. Durante el
desarrollo del taller se identificaron algunos desafios para la ensefianza de
los temas estocdsticos, uno de ellos asociado con los conocimientos previos
que los alumnos han adquirido a través de su experiencia, denominados por
Fischbein (1971) como “intuiciones primarias”. El presente articulo analiza
cémo la secuencia de actividades del taller, basada en la simplificacién del
modelo de correlacién, buscé educar estas intuiciones primarias y
transformarlas en intuiciones secundarias mds fundamentadas.

Con base en lo anterior, este estudio se plantea los siguientes objetivos
especificos:

1. Evaluar la efectividad de una secuencia pedagégica basada en una
simplificacién cognitiva para la ensefianza de un modelo de
correlacién lineal y su aplicacién en la toma de decisiones.

2. Analizar el desarrollo de la intuicién estadistica en los estudiantes,
observando su transicién desde intuiciones primarias hacia un
pensamiento mds critico y fundamentado en datos.
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3. Identificar los desafios précticos de tiempo, disefio de materiales y
recursos en la implementacién de un enfoque de ensefianza activa en
el contexto de la educacién secundaria.

Marco teérico

La simplificacién y el disefio de materiales de trabajo para el taller se basaron
en uno de los principios formulados por Bruner (1960) para mejorar la
educacion, el cual se refiere a facilitar el aprendizaje de determinados temas
mediante una representacién apropiada para su comprensién intuitiva y asi
favorecer la transicién a un nivel cognoscitivo mds alto que permita un
abordaje analitico. Este principio guié el disefio pedagégico de la experiencia
de ensefianza.

No obstante que la idea de intuicién constituye un constructo complejo
que se ha analizado desde la filosofia, la epistemologia y la psicologia, hay
educadores como Fischbein y Gigerenzer que le han prestado atencién
como una facultad cognitiva susceptible de ser educada. Por una parte,
Fischbein (1987) considera a la intuicién como una facultad cognitiva
susceptible de ser educada a través de la combinacién de intuiciones primarias
adquiridas en un contexto cultural, social y familiar, e intuiciones secundarias
formadas durante un proceso de ensefianza sistemdtico como parte de un
sistema escolarizado (Fischbein et al., 1971).

Con frecuencia, las intuiciones estdn sujetas a sesgos cognitivos que en
el terreno de la toma de decisiones bajo incertidumbre han sido estudiadas
con mayor profundidad por Kahneman (2021), quien hace referencia a
dos mecanismos, el primero pensar rapido que conlleva el uso de atajos
cognitivos en la solucién de problemas o toma de decisiones que
demandan una solucién rdpida; el segundo, pensar despacio implica
detenerse a examinar con mayor detalle el uso de métodos analiticos
adquiridos en un proceso de ensefianza formal para la obtencién de
soluciones. El taller se orienté a crear puentes entre el pensar rdpido intuitivo
y el pensar despacio analitico en un contexto estadistico. Por otra parte
Gigerenzer (2023) considera a la intuicién como una habilidad que permite
conocer mas de lo que se puede explicar y que al complementarse con una
instruccién formal sobre estocdsticos posibilita una toma de decisiones
fundamentada en datos.

Para Buscher (2022) la alfabetizacién estadistica ha adquirido una
creciente importancia para desarrollar habilidades que permiten evaluar
criticamente los datos y la incertidumbre, lo que fortalece el pensamiento
analitico necesario para formar intuiciones secundarias. A pesar de que
conceptos como la correlacién y la regresion son fundamentales para analizar
conjuntos de datos y obtener conclusiones a partir de ellos, pocos paises los
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han incorporado en sus programas de estudio de matemadticas en secundaria
(Boller, 2024). En el presente trabajo se considera al pensamiento estocistico
como “una forma de procesar la realidad de manera critica y reflexiva, que
incorpora elementos de aleatoriedad, incertidumbre y probabilidades”
(Secretaria de Educacién Publica, 2024b). El desarrollo de este pensamiento
requiere educar la intuicién para que opere con herramientas conceptuales
pertinentes.

Método

Para la presente intervencién se decidié trabajar con el modelo de correlacién
lineal en una versién simplificada debido a su utilidad en el andlisis de la
asociacién entre dos variables. Esta simplificacién responde al principio de
Bruner antes mencionado, al privilegiar una representacién visual accesible
que parta de una comprensién intuitiva, como el diagrama de dispersién y
la linea de mejor ajuste, para avanzar hacia el cdlculo analitico. La correlacién
permite profundizar en el andlisis de la toma de decisiones, debido a la
necesidad de analizar datos de dos o mds variables para procesarlos y dar
soporte a la definicién de cursos de accién, lo que permite prever posibles
resultados y evitar realizar inconscientemente correlaciones en situaciones
cotidianas o profesionales sin sustento (Osorio et al., 2023).

La experiencia de ensefianza se llevé a cabo en una secundaria pudblica
de la Ciudad de México, para la cual se diseiié un taller de ensefianza de
técnicas de andlisis estadistico y calculo matemdtico bdsico orientado a
evaluar la posibilidad de ocurrencia de eventos en los que interviene el azar.
El taller se estructuré en cuatro etapas de trabajo, que se desarrollaron a lo
largo de un total de ocho sesiones de clase, cada etapa con un nimero
distinto de sesiones, siguiendo una progresién desde lo intuitivo hacia lo
analitico:

1) Azar e Incertidumbre. Trabajo con intuiciones primarias

2) Estadistica descriptiva y representacion grafica intuitiva. Transicién a
la organizacién sistemdtica de datos

3) Trabajo experimental

4) Uso de tecnologia y modelo simplificado. Herramientas para el
analisis formal

La simplificacién del modelo consistié en considerar como dato la
desviacién estindar de los valores de las variables analizadas para el trabajo
a lapiz y papel. En el trabajo con software se aplicé directamente la férmula
en Excel para obtener el coeficiente de correlacién y permitir a los estudiantes
centrarse en la interpretacién del coeficiente y la grafica, con el fin de
priorizar la comprensién conceptual sobre la destreza operativa.
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Durante la experiencia de ensefianza se recolectaron como fuente de
datos para el estudio las producciones de los alumnos en sus hojas de trabajo,
las notas de campo, observaciones realizadas por los investigadores y las
anotaciones de los alumnos en las tareas que realizaron en casa. A continuacién
se describe en detalle el propésito y el contenido de las actividades del taller.

Etapa 1. Azar e incertidumbre

Sesiones 1y 2

En la primera sesién se trabajé con temas orientados a la diferenciacién de
eventos aleatorios y eventos deterministas. Se entregaron notas informativas
provenientes de una revista de divulgacién y ciencia popular a los alumnos
para que identificaran palabras asociadas con un mayor o menor grado de
incertidumbre. Se solicité que la actividad se realizara en equipo para que
pudieran discutir distintas interpretaciones. Sus respuestas fueron un
indicador para determinar su percepcién del tipo de evento como aleatorio
o determinista.

En las hojas de trabajo registraron por qué consideraron determinadas
expresiones como un evento seguro o como algo que solo podria ocurrir
con una determinada probabilidad de ocurrencia estimada subjetivamente.
Para reforzar la reflexién en la obtencién de resultados en experimentos
aleatorios, en la segunda sesién se trabajé con lanzamiento de dados y
extraccién de pelotas de una urna. Con estos experimentos se buscé motivar
el razonamiento acerca del espacio muestral y el célculo de las
oportunidades de éxito en la obtencién de un resultado en especifico. Aunque
la notacién resulté incompleta y no se describié la totalidad del espacio
muestral, se observé el razonamiento realizado para tratar de listar todos los
posibles resultados a partir del experimento.

Etapa 2. La estadistica descriptiva y la intuicion grifica

Sesiones 3y 4

En la tercera sesién se presenté informacién mediante grificas de barras y
de sectores para su lectura e interpretacién a fin de motivar el interés en el
acopio, tratamiento y uso de datos. Los temas que se eligieron para esta
actividad fueron estadisticas de accidentes por su tipo, dafios, victimas, e
informacién referente al registro de vehiculos por entidad federativa.
Durante la presentacién se formularon algunas preguntas para explorar las
ideas de los alumnos de c6mo se obtuvo la informacién: ¢cémo se obtiene la
informacién?, ¢quién la obtiene? y ¢para qué podria servirte esta
informacién si fueras... (diferentes actividades)? Al finalizar la sesién se
solicit6 dar respuesta a cuatro preguntas orientadas a explorar su apreciacién
de cémo podrian obtener informacién propia para evaluar sus opciones de
solucién a un problema y tomar una decisién.
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La cuarta sesién tuvo el propésito de analizar la relacién entre dos variables
a partir de la tendencia observada en un diagrama de dispersién. Se
proporcioné una tabla con el registro de datos para dos variables: ingreso
por venta de helados y la temperatura ambiente durante doce dias, asi
como el diagrama de dispersién correspondiente ya elaborado. Esta
representacién grafica apelé directamente a la intuicién visual de los
alumnos para percibir patrones y correlaciones antes de realizar calculos.

Con el diagrama de dispersién se delineé la tendencia de los datos y el
tipo de relacidn existente entre la temperatura ambiente y la venta de helados
para el ejemplo mostrado. Posteriormente se explicé la utilidad del trazo de
la linea de mejor ajuste para obtener estimaciones y se solicité su
participacién para realizar el trazo de manera perceptiva. El trazado manual
de la linea de mejor ajuste es un ejercicio de intuicién geométrica que
prepara al estudiante para la comprensién del modelo de correlacién.

Con esta construccién se realizaron précticas para estimar el ingreso
por venta de helados para diferentes valores dados de la variable
temperatura y para estimar el valor de la variable ventas con apoyo en el
punto de interseccién con la recta de mejor ajuste, a fin de definir la
decisién de realizar una mayor o menor inversién para procesar la cantidad
de helado que podria esperarse vender, de acuerdo con los datos.

Etapa 3. Toma de datos experimental: De la intuicion a la critica

Sesion 5

Una vez expuestas algunas formas de representacién de datos para su andlisis,
se procedi6 a realizar actividades al aire libre en el drea de deportes de la
escuela para la toma de datos experimental, su organizacién en una tabla, su
representacién en un diagrama de dispersién y trazar la linea de mejor ajuste
de forma manual de acuerdo con su mejor percepcién de la tendencia de los
datos.

Durante la realizacién de este trabajo algunos alumnos expresaron una
visién critica respecto a la precision en el registro de los datos, por ejemplo:
la imprecision de la escala marcada en una columna de la escuela con cinta
adhesiva para medir la estatura, la lectura del tiempo empleado para
recorrer una distancia fija o el respeto a la linea que marcaba el punto de
partida de la carrera para medir el tiempo. Se consideran relevantes estas
observaciones porque muestran un cambio de actitud respecto a un
tratamiento mds cuidadoso de la informacion.

Esta etapa evidencié la transicién de una actitud pasiva en la que se
cree en los datos encontrados, a una postura mds activa y critica en la
obtencién de datos, fundamental en el desarrollo de un pensamiento
estadistico. Al inicio del taller la obtencién de informacién se asociaba
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principalmente con busqueda en internet sin cuestionar la calidad de la
informacién.

Etapa 4. Uso de tecnologia

Sesiones 6,7y 8

En la sesién 6 se opté por trabajar con GeoGebra, ya que sus
representaciones graficas interactivas constituyen una herramienta
pertinente para el andlisis de datos y con instrucciones basicas los alumnos
exploraron diferentes resultados al modificar los valores de las variables, lo
que favorecié un aprendizaje auténomo. Esta practica marcé el inicio de la
transicién del trabajo manual al uso de tecnologia para el procesamiento de
datos. El desarrollo de la prictica consider6 tres ejemplos.

La Figura 1 muestra uno de los ejercicios resueltos por los alumnos. Este
ejemplo destaca la estimacién del comportamiento de la variable cantidad de
accidentes y la relacién que se identifica con la edad del conductor. Las
respuestas a los incisos @) y &) de este ejemplo son congruentes con la
grifica y linea de tendencia obtenidas con GeoGebra, ya que al trazar una
linea perpendicular al eje x en la coordenada x = 20 (edad del conductor), en
el punto de interseccién con la recta de mejor ajuste, la linea horizontal que
toca ese punto interseca el eje y en la coordenada y = 3 (cantidad de
accidentes). Para la pregunta ;Cudntos accidentes tendria una persona de 20
afios? La respuesta es: 3 accidentes.

Figura1

Ejemplo de respuestas de los alumnos

Nota. Adaptado de Lind et al., (2012), p. 135

En la Figura 2 se presenta el diagrama de dispersiéon que sustenta las
respuestas a las preguntas del ejercicio anterior.
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Figura2

Grdfica construida con GeoGebra

Nota. La grifica representa la tendencia de los datos. Fuente: Elaboracién propia.

La sesién 7 se destiné a explicar el cilculo del modelo simplificado de
correlacién lineal y algunos ejemplos de aplicacién. La simplificacién del
modelo se disefié para facilitar el proceso de cilculo y abordar
exclusivamente el concepto de correlacién. Tal simplificacién consistié en
proporcionar como dato la desviacién estindar de los valores de las variables
analizadas con la finalidad de facilitar el cdlculo matemdtico manual y
obtener el valor del coeficiente de correlacién para su interpretacién en el
contexto de la situacién expuesta en la hoja de trabajo. Con el diagrama de
dispersién y la linea de mejor ajuste se analiz6 la tendencia de los datos y su
relacién con el valor del coeficiente de correlacién. En este punto se
establece una conexién explicita entre la intuicién visual, representada por el
diagrama, y la medida analitica, el coeficiente de correlacién, para consolidar
el aprendizaje.

Se eligi6 el modelo de Pearson debido a que las operaciones
matemadticas (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones) involucradas en la
férmula no representan un obstdculo para los alumnos y permitiria obtener
el calculo del coeficiente de correlacién mediante el uso de una calculadora,
en una primera aproximacién. Para esta experiencia educativa, las variables
con las que se trabajé fueron cuantitativas.

La férmula utilizada fue la siguiente:

Y —=X)y -y
(n —1)S,S,

Donde:

x,y = Valores de las variables en una muestra
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X,y = Media de las variables
n = Numero de datos de la muestra
Sps Sy = Desviacién estindar de las muestras (consideradas como dato)

La sesién 8 se dividié en dos partes. En la primera se entregé a los
alumnos un Unico ejercicio para realizar un trabajo individual mediante el
programa Excel para calcular el coeficiente de correlacién. Una vez
obtenido el valor, se pidi6 a los alumnos explicar cudl era la tendencia de los
datos, asi como el tipo de relacién entre las variables, atendiendo
exclusivamente al signo y valor del coeficiente de correlacién. Como
ejemplo de esta actividad se cita el caso de la deteccién de piezas
defectuosas en una linea de produccién. Con el resultado del coeficiente de
correlacién se pregunté si la velocidad en la linea de produccién influia en
ese proceso de control de calidad. Una de las respuestas fue: “Si, ya que si se
aumenta la velocidad se detectan menos nimero de partes defectuosas”.
Esta respuesta mostré la interpretacién del coeficiente de correlacién a
partir del signo aplicado a la situacién expuesta, y dado que éste fue
negativo, se trataba de una relacién inversa. Este hecho evidencia la
transicién de una intuicién primaria a una secundaria. A continuacién se les
pidié obtener el diagrama de dispersién y la linea de mejor ajuste con la
finalidad de verificar o corregir la respuesta dada solo con el valor del
coeficiente de correlacion.

En la segunda parte destinada al cierre del taller, se les pidié asumir el
rol de emprendedores de un negocio de venta de pizzas. Se formularon
cuatro preguntas por escrito con el objetivo de que sus respuestas reflejaran
su toma de decisiones como responsables del negocio hipotético y explorar
su disposicién para emplear las herramientas trabajadas a lo largo del taller.

Resultados
Los resultados se exponen en relacién con el desarrollo progresivo de la
intuicién estadistica a lo largo de las etapas del taller.

Las respuestas de los alumnos a las preguntas de las notas informativas
de la primera etapa mostraron una tendencia hacia una visién determinista,
ya que se obtuvieron 87% de respuestas de “Si” o “No” a la pregunta: “Con
seguridad, el consumir un huevo al dia nos evitaria sufrir enfermedades
cardiovasculares, de acuerdo con la nota?. Esto refleja la prevalencia de
intuiciones primarias dicotémicas (seguro/inseguro) sobre una comprensién
probabilistica de la incertidumbre.

En cuanto al experimento aleatorio de lanzamiento de dados, 8.3% de
los estudiantes expresaron de forma correcta y con notacién el espacio
muestral, 87.5% lo expresaron incompleto y con notacién equivocada y el
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restante 4.2% no evidencié respuesta. En este ejemplo se observa en las
respuestas de los alumnos una dificultad para evaluar y describir los posibles
resultados del experimento, lo cual refleja limitaciones para visualizar
resultados alternativos que podrian obtenerse cuando se toma una decisién
en diferentes escenarios tales como el entorno escolar, familiar o social, lo
que representaria una restriccién para la toma de decisiones informada. La
practica con el lanzamiento de dados, aun cuando parece rutinaria,
evidencié la ausencia en la consideracién de la probabilidad de ocurrencia
de otros resultados cuando predomina una visién determinista. En la
actividad destinada al trabajo de extraccién de pelotas de una urna en la
cual se les solicité realizar el cdlculo de la medida de la probabilidad
expresada como fraccién para la extraccién de un determinado color de
pelota, se encontré que en 13 de 25 respuestas se proporcioné una medicién
correcta, en ocho respuestas se intenta medir la probabilidad y en cuatro
casos no hay evidencia de respuesta. En este segundo trabajo experimental
con eventos aleatorios, se observa un incremento en la obtencién de
respuestas correctas (8.3% en el primer experimento, 52% en el segundo)
para el andlisis de la probabilidad de ocurrencia de resultados, lo que
presenta un avance en la observacién y atencién de los alumnos al efectuar
el experimento y reflexionar en el espacio muestral. Este progreso sugiere
un primer paso en la educacién de las intuiciones primarias sobre el azar.

En lo relacionado con la exploracién de expectativas de buisqueda de
informacién, la mayoria de los alumnos indicaron el uso de internet para el
acopio de sus datos sin mencionar otras opciones de obtencién o generacién
propia de la informacién de su interés. Al pasar a la experiencia de
recolecciéon directa de informacién, se observé una reflexién y
cuestionamiento acerca de la calidad de los datos en cuanto a la precisién en
su lectura y registro durante el acopio y la presentacién, asi como la
posibilidad de realizar mediciones directas o entrevistas para generar
informacién propia. Este cambio de actitud marca la transicién hacia una
intuicién mds critica, en linea con la alfabetizacién estadistica.

El procesamiento de datos para la construccién del diagrama de
dispersién y la recta de mejor ajuste utilizando tecnologia permitié un
andlisis mds dgil de informacién, inicialmente con GeoGebra y el cilculo
del coeficiente de correlacién utilizando Excel para complementar el
andlisis orientado a la toma de decisiones. La aplicacién de estos programas
permitié a los alumnos enfocar su atencién en la lectura e interpretacién de
las tres herramientas de andlisis para dar respuesta a las preguntas dadas en
su hoja de trabajo. El uso de la tecnologia permitié a los alumnos liberar
recursos cognitivos y favorecer el trabajo en el nivel pensar despacio
(Kahneman, 2021) para la interpretacion.
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En el cuestionario inicial, 40% de las respuestas se refirieron al uso de
internet en la bisqueda de informacién para la toma de decisiones sin hacer
referencia a cuestionar la confiabilidad de la informacién. En las respuestas
al cuestionario final, ver Tabla 1, se observa un mayor interés por parte de
los alumnos en torno a la obtencién de datos y trabajo con gréficas

(pregunta 4).

Tabla 1

Respuestas a los cuestionarios inicial y final del taller

Respuestas con el mayor porcentaje obtenido en el cuestionario
Preguntas

Cuestionario inicial % Cuestionario final %

1. En tu opinién, ;qué personas tienen mayor Mencionan factores

19 5 9
riesgo de sufrir un accidente automovilistico? de riesgo 52% Los jévenes 74%
2.Todos los clientes deberian pagar lo mismo
por una péliza de seguros (asegurar su Si 44% Si 41%

automévil)?

3. Qué aspectos crees que influyen en la Consumo de sustancias
ocurrencia de un accidente? ;Cuil influye Los distractores 28% toxicas 48%
mads en tu opinién?

4. :Crees que puede hacerse un cdlculo
aproximado de la cantidad de accidentes que
podria tener un conductor, por ejemplo, a lo
largo de un afio?

Si (Contando los
accidentes y 28%
aplicando encuestas)

Si (Obteniendo datos y

(v
uso de gréficas) 2

Nota: Elaboracién propia

A la pregunta de qué les puede ayudar a analizar su decisién bajo
condiciones de incertidumbre, el 46% de las respuestas se refieren a la
representacién e interpretacion de los datos y el 45% reconoce la utilidad
del uso de herramientas de probabilidad y estadistica asi como la necesidad
de razonar las decisiones. En cuanto a las herramientas que incorporarian
para analizar datos y tomar una decisién en la situacién hipotética, el 46%
de las respuestas se refieren a la representacién e interpretacién de los datos
y al uso de la linea de tendencia.

En cuanto al uso de los datos para obtener estimaciones, el 91% de las
respuestas mencionan el uso del cilculo del coeficiente de correlacién,
construccién de tablas y gréficas, asi como el anilisis de la relacién entre
variables.

Conclusiones
De acuerdo con los objetivos planteados, los resultados del taller
permiten establecer las siguientes conclusiones.
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Respecto al objetivo de evaluar la secuencia pedagégica basada en la
simplificacién del modelo de correlacién, se confirma que la progresién de
actividades intuitivas -como la interpretacién visual de diagramas de
dispersién y el trazado manual de la linea de mejor ajuste- hacia la
ensefianza del modelo de correlacién, constituyé una estrategia pertinente
para la ensefianza de conceptos estadisticos en secundaria. Sin embargo, la
experiencia también muestra que los temas abordados fueron muy
puntuales y es necesario incluir conceptos como el error, desviacién media,
desviacién estindar y muestreo.

En relacién con el segundo objetivo de desarrollar una intuicién
estadistica, se observan cambios positivos en el pensamiento de los
estudiantes. Partiendo de intuiciones primarias de cardcter determinista, al
final del taller manifestaron un mayor interés por fundamentar sus
afirmaciones y decisiones mediante evidencias numéricas como el
coeficiente de correlacién y el uso de grificas. Este resultado evidencia un
acercamiento a las intuiciones secundarias a las que se aspira formar con la
educacién formal.

En cuanto al tercer objetivo, la experiencia permitié identificar con
claridad los desafios de la implementacién. La ensefianza activa y centrada
en el estudiante requiere una inversién de tiempo superior a la disponible
en el marco habitual de una clase tradicional. La necesidad de un mayor
tiempo para actividades pricticas, asi como el disefio de materiales de
trabajo que equilibren simplificacién y rigor, que promuevan la discusién e
integren la tecnologia como apoyo, constituye una tarea compleja para los
profesores, pero esencial. Estos hallazgos resaltan la importancia de
considerar ajustes curriculares en la organizacién del tiempo escolar y en la
priorizacién de espacios dedicados al andlisis y la reflexién grupal.

A partir de esta experiencia, el taller confirmo la posibilidad y el valor de
un enfoque de ensefianza que puede dialogar con las intuiciones de los
estudiantes y orienta su trdnsito hacia una mayor formalizacién y sentido
critico. Para que propuestas como esta puedan trascender al dmbito de un
taller y enriquecer el curriculo regular de matemdticas en la educacién
secundaria, es necesario solucionar los obsticulos précticos identificados en
esta experiencia de ensefianza.

Referencias

Batanero, C., Chernoff, E. J., Engel, ]., Lee, H. S., & Sénchez, E. (2016). Research
on Teaching and Learning Probability. En Research on Teaching and Learning
Probability. ICME-13 Topical Surveys (pp. 1-33). Springer.
https://doi.org/10.1007/978-3-319-31625-3

Revista Ensefianza de las Matemdticas y Experiencias Docentes, 2(1), 15-29



‘28 Maria de Lourdes Santana Salinas y Ricardo Quintero Zazueta

Boller, B. (2024). Teaching correlation and regression in three European countries.
Teaching Mathematics and Computer Science, 21(2),161-183.
https://doi.org/10.5485/tmcs.2023.13291

Bruner, J. S. (1960). The Process of Education. Harvard University Press.

Biischer, C. (2022). Design principles for developing statistical literacy in middle
schools. Statistics Education Research Journal, 21(1).
https://doi.org/10.52041/serj.v21i1.80

Chick, H. L., & Pierce, R. (2012). Teaching for statistical literacy: Utilising
affordances in real-world data. International Journal of Science and
Mathematics Education, 10(2), 339-362.
https://doi.org/10.1007/s10763-011-9303-2

Cuevas, C., Gonzilez, O., Real, C.R., & Rodriguez, A. (2014). Matematicas 3.
Secundaria (1a ed.). Rios de Tinta.

Elizarrarés, S. (2023). Ensefianza, medios y comprensién sobre ideas fundamentales
de estocdsticos en estudiantes de tercer grado de secundaria. En H. Cruz, B.
Judrez, H. Reyes, F. Tajonar, V. Vizquez, & F. Velasco (Eds.), Ensefianza de
Probabilidad y Estadistica (1a ed., pp. 92-122). Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla.

Fischbein, E. (1987). Intuition in Science and Mathematics. An Educational Approach.
Springer. https://doi.org/https://doi.org/10.1007/0-306-47237-6

Fischbein, E., Barbat, I., & Minzat, I. (1971). Intuitions primaires et intuitions
secondaires. Educational Studies in Mathematics, 4, 264-280.

Franklin, C. A, Kader, G., Mewborn, D., Moreno, J., Peck, R., Perry, M., &
Scheaffer, R. (2005). Guidelines for assessment and instruction in statistics
education (GAISE) report: a pre-K-12 curriculum framework. American
Statistical Association.

Gigerenzer, G. (2023). The intelligence of intuition. Cambridge University Press.
https://doi.org/10.1017/9781009304887

Kahneman, D. (2021). Pensar rdpido, pensar despacio (16a ed.). Penguin Random
House Grupo Editorial.

Lind, D. A., Marchal, W. G., & Wathen, S. A. (2012). Estadistica aplicada a los
negocios y la economia. McGraw-Hill

Osorio, E. A,, Inzunza, S., & Ward, S. E. (2023). Modelacién estadistica para el
aprendizaje de la correlacion y regresién lineal. PNA, 17(3),295-321.
https://doi.org/10.30827/pna.v17i.3.23937

Secretaria de Educacion Puablica. (2024a). Libro de texto gratuito. Saberes y

pensamiento cientifico. Tercer grado de secundaria. (1a ed.). SEP.
https://libros.conaliteg.gob.mx/2024/S3SAA htm?#page/1

Revista Ensefianza de las Matemdticas y Experiencias Docentes, 2(1), 15-29



Desarrollo de la intuicion en estocésticos para la toma de decisiones 29‘

Secretaria de Educacién Puablica. (2024b). Licenciatura en Ensefianza y Aprendizaje
de las Matemdticas. Pensamiento estocdstico (1a ed.). Direccién General de
Educacién Superior para el Magisterio. Secretaria de Educacién Publica.

https://bit.ly/3NUdYVK

Autor de correspondencia
Maria de Lourdes Santana Salinas | lourdes.santana@cinvestav.mx

Revista Ensefianza de las Matemdticas y Experiencias Docentes, 2(1), 15-29



30



Razonamiento geométrico en una tarea de
isometrias

Geometric Reasoning in an Isometries Task

Angel Colin | angelenrique.sanchez@uca.es
Universidad de Cadiz, Espana

Rafael Ramirez | rramirez@ugr.es
Universidad de Granada, Espafia

Recepcién: 17 de octubre de 2025 | Aceptacién: 29 de enero de 2026

Resumen

En este trabajo se analizan los niveles de Van Hiele que presentaron 14
estudiantes del méster de investigacién en Didéctica de las Matemiticas de la
Universidad de Granada, Espafia. Durante el estudio se realizé una tarea con
mosaicos geométricos creados mediante transformaciones de un elemento
generador. La finalidad de esta tarea fue proporcionar a los participantes
herramientas para el desarrollo de competencias matemadticas que se relacionan
con la geometria, el dibujo y los elementos artisticos. Se utilizé una propuesta
del modelo de Van Hiele aplicada exclusivamente a las isometrias planas. Los
resultados mostraron que la tarea favorecié que tres sujetos manifestaran
caracteristicas propias del Nivel 4, asociadas con la categoria de visién global de
las isometrias. El resto de los participantes manifesté caracteristicas propias de
los niveles 1,2 y 3, que se asocian con el reconocimiento estitico y dindmico de
las figuras, con el descubrimiento experimental de nuevos elementos
geométricos y con la deduccion, definicién y descomposicién de las isometrias,
respectivamente.
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Abstract

This paper analyses the Van Hiele levels presented by 14 students of the Master
degree research in Mathematics Education at University of Granada, Spain.
During the study a task was carried out with geometric mosaics created by
transformations of a generating element. The purpose of this task was to
instruct the students providing them with tools for the development of
mathematical competences related to geometry, drawing and artistic elements.
A proposal of the Van Hiele model applied to planar isometries exclusively was
used. The results shown that the task favoured that three students to manifest
characteristics of level 4 associated with the category of global insight of
isometries. The rest of participants manifested characteristics of levels 1, 2 and
3, which are associated with the static and dynamic recognition of figures, with
the experimental discovery of new geometric elements and with deduction,
definition and decomposition of isometries, respectively.

Keywords
Prospective teachers, geometric reasoning, isometries, tessellations

Introducciéon

Hace veinticinco afios que en los principios y estindares del National
Council of Teachers of Mathematics (2000) se establecieron programas de
capacitacién en todos los niveles educativos, que abarcan la visualizacién
espacial, el razonamiento geométrico, la aplicacién de transformaciones
geométricas, el uso de simetrias y la modelizacién geométrica. Su finalidad
es que los alumnos desarrollen autonomia propia para analizar situaciones
matemadticas y resolver problemas de la vida real. Esto no solo deberia
quedar circunscrito a la educacién bésica obligatoria, sino que podria
extenderse hacia los programas universitarios, incluso hasta los estudios de
posgrado, especialmente en aquellos que estin relacionados con la
formacién de futuros docentes o con la investigacién en didictica de las
matemadticas. Para conseguirlo, es necesario proponer tareas que conduzcan
al desarrollo y anilisis de habilidades que proporcionan un mayor
significado a los objetos geométricos en el estudiantado de nivel superior,
enmarcadas en un modelo educativo orientado hacia las nuevas directrices
curriculares actuales del sentido espacial.

Fernindez (2013) ha resaltado la importancia de la relacién que existe
entre la visualizacién espacial y el aprendizaje de la geometria. En la
visualizacién espacial, las figuras, formas e imagenes juegan un papel muy
importante en los procesos para manipularlas en el plano o en el espacio, y
en la habilidad para crearlas, imaginarlas y procesarlas. En términos
generales, la visualizacién espacial puede ser considerada como un proceso
de construccién de imdgenes mentales o fisicas, asociadas a conceptos u
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objetos, con el fin de conducir a los sujetos hacia la comprensién de las
matemdticas empleadas en su aprendizaje. Como un ejemplo, la rotacién de
imdgenes mentales y su perspectiva, asi como las transformaciones
relacionadas con las simetrias, permiten crear conexiones entre la capacidad
espacial y el pensamiento geométrico.

Diversos autores han demostrado que es posible despertar el interés en
el aprendizaje mediante el uso y aplicacién de recubrimientos en el plano,
como ocurre al estudiar la obra grafica del artista M. C. Escher, o al analizar
los mosaicos geométricos decorativos que se encuentran en los palacios
arabes de tipo isldmico-nazaries (Lyublinskaya & Cabral, 2023; Morales &
Rubio, 2020; Mutlu, 2025). El enfoque didictico que propusieron estos
autores resulta pertinente para la formacién de futuros docentes como a
profesores que se encuentran en servicio y para ensefiar los movimientos y
transformaciones en el plano durante las pricticas educativas. Ademds,
permite desarrollar las competencias matemdticas asociadas con la
geometria y el conocimiento tedrico, como pueden ser: los conceptos
geométricos, crear conexiones matemdticas con elementos artisticos y
despertar el interés en otras culturas. Para ello, se pueden disefiar tareas con
potencial para indagar sobre el razonamiento geométrico que se espera
obtener por parte de los docentes que se encuentra en etapa inicial de
formacién.

Las tareas como fundamentos para el aprendizaje pueden ser resueltas,
transformadas y modificadas desde una perspectiva cognitiva, cultural o
préctica, incluso pueden ser disefiadas con aspectos multidisciplinarios para
contribuir al incremento de la motivacién y el aprendizaje significativo al
abordar aspectos cientificos, artisticos y culturales. En este sentido, se
consideré de interés caracterizar una tarea que fue aplicada durante un
estudio piloto con 14 estudiantes del master de investigacién en Didictica
de las Matemadticas que se imparte en la Universidad de Granada, Espafia.
La finalidad de esta tarea fue instruir al estudiantado proporciondndoles
herramientas para el desarrollo de competencias matemdticas que se
relacionan con la geometria, el dibujo y los elementos artisticos.

Marco teérico

El modelo de Van Hiele (1986) ha sido hasta ahora uno de los mds
estudiados en los programas de formacién de profesorado y en la
investigacién en Didéctica de la Matemitica. En este modelo se establece
que el razonamiento geométrico de una persona puede incrementarse
paulatinamente al superar cada uno de los cinco niveles de aprendizaje que
lo constituyen, desde el Nivel 1 (visualizacién) hasta el Nivel 5 (rigor). El
Nivel 5, en principio, solamente puede ser alcanzado por especialistas en
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matemdticas. No obstante, estudios recientes han propuesto nuevas metodo-
logias para que pueda ser alcanzado por quienes hayan superado el Nivel 4
(Arnal-Bailera & Manero, 2024).

El modelo de Van Hiele es aplicable en diversas practicas educativas. En
los dltimos afos se ha utilizado para conocer el razonamiento geométrico
del profesorado en formacién (Ovez & Ozdemir, 2024), para medir el
conocimiento geométrico que necesitan sobre la ensefianza de las
propiedades y caracteristicas de las formas y figuras (Y1i et al., 2022), para
conocer su capacidad en las demostraciones geométricas (Arnal-Bailera &
Manero, 2021), para entender y describir el concepto de similitud de las
formas en el dmbito de la geometria Euclidiana (Mbatha & Bansilal, 2023)
e, incluso, para aplicar métodos sofisticados que permiten conocer la
respuesta cognitiva de un sujeto mediante el seguimiento ocular (Ghorbani
et al., 2024). Sin embargo, no es un modelo que se haya utilizado
especificamente en la geometria de las transformaciones, las cuales
desempefian un papel relevante en las habilidades que un sujeto necesita
para formar imédgenes mentales, transformarlas y manipularlas en su mente.
Por ejemplo, con las simetrias rotatorias se pueden desarrollar habilidades
de visualizacién y orientacién espacial.

Para los propésitos de este estudio se utilizé una propuesta que permite
aplicar el modelo de Van Hiele particularmente a las isometrias en el plano
(Jaime & Gutiérrez, 1989). En dicha propuesta (traducida del documento
original en inglés para facilitar la lectura e ilustrar este trabajo) se
consideraron unicamente cuatro niveles, jerarquizados de la siguiente
manera:

Nivel 1
a) ldentificacién visual de traslaciones, rotaciones y simetrias estdticas
b) Reconocimiento estético. Identificacién de figuras isométricas
¢) Reconocimiento dindmico (movimiento realizado automdticamente)

Nivel 2

a) Descubrimiento experimental de elementos /propiedades de isometrias

Nivel 3
a) Deduccién experimental de relaciones y propiedades de las isometrias
b) Justificacion de propiedades y relaciones ya conocidas
¢) Definicién formal de traslacién, rotacién y simetria
d) Descomposicién de isometrias
Nivel 4
a) Visién global de las isometrias planas
b) Demostracion formal de sus propiedades
c) En la estructura grupal se toma en cuenta las relaciones existentes entre
las isometrias que son generalizadas
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Los autores de esta propuesta realizaron estudios con alumnado de
educacién primaria y con futuros maestros. Utilizaron diferentes figuras
representativas y plantearon diversas actividades que conducen a la
superacién de cada uno de los cuatro niveles. Para superar el Nivel 4, por
ejemplo, propusieron que se requiere un dominio en el concepto de
estructura grupal de las isometrias, asi como la comprensién y aplicacién del
teorema de clasificacién de las isometrias planas, el cual establece que cada
isometria es equivalente a un producto de tres o mds isometrias, y el
reconocimiento de movimientos equivalentes, descomposiciones y
productos.

Metodologia

En este estudio piloto, la metodologia empleada para el analisis de los datos
es de tipo exploratorio-cualitativo y de cardcter descriptivo, ya que se
especifican las caracteristicas de los objetos analizados (Hernindez &
Mendoza, 2023). Se caracterizaron los niveles de Van Hiele en un grupo de
14 estudiantes del master de investigacién en Didédctica de las Matematicas
de la Universidad de Granada, Espafia, que cursaban la asignatura Didactica
de la geometria. El grupo era heterogéneo, incluyendo profesorado en activo
de primaria, secundaria y universidad, asi como recientes egresados/as de los
grados de Matemiticas y de Educacién Primaria. El instrumento de andlisis
fue una tarea en la que se abord6 la geometria de las transformaciones,
centrada en las habilidades de un sujeto para desarrollar el pensamiento
légico y el sentido espacial. Las transformaciones o isometrias se refieren a
los movimientos o cambios de posicién en el plano de una forma o figura
geométrica sin que se alteren sus propiedades, entre las mds comunes se
encuentran: traslacién, rotacién, reflexién y reflexién deslizada, las cuales se
mostraron previamente a los estudiantes con el fin de homogeneizar los
conocimientos necesarios para resolver las actividades de manera individual.
La tarea estuvo compuesta de tres ejercicios que se describen a
continuacién:

Ejercicio 1. Se compone de dos actividades. a) Elaborar dos mosaicos
distintos de 4 x 4 unidades partiendo de una tesela de 5 x 5 cm, como la que
se indica en la Figura 1 4). Para elaborar los mosaicos se permiti6 aplicar las
transformaciones que se consideraran necesarias. Si la actividad se hacia de
manera manual debido a la falta de familiaridad con herramientas digitales,
podian utilizar instrumentos geométricos y materiales artisticos. Si el
trabajo se hacfa de manera digital, se podia utilizar cualquier software de
eleccién libre. La entrega de todos los trabajos fue en formato fisico, en una
cartulina tamafio A4 tanto para los digitales que fueron impresos como para
los que fueron realizados manualmente. 4) Entregar un escrito, en el que se
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justificaran, con argumentos geométricos, las isometrias empleadas en sus
disefios y las diferencias entre los dos mosaicos presentados. Estas
actividades fueron concluidas fuera del aula, ya que los trabajos manuales
requerian mds tiempo del que podia proporcionarse en una sola clase.

Ejercicio 2. Consiste en sefialar e identificar el elemento generador y los
movimientos utilizados en tres mosaicos distintos, como se indica en la
Figura 1 4). Los mosaicos podian ser intervenidos manualmente con
rotuladores o boligrafos. Para este ejercicio se dedicaron 30 minutos y fue
realizado durante la clase.

Ejercicio 3. Consiste en hacer un anilisis geométrico de un mosaico y
responder por escrito las cinco acciones establecidas, como identificar las
figuras geométricas mediante una letra, identificar una isometria y resaltarla
con un boligrafo o rotulador, indicando las partes que la componen,
describir sus propiedades, identificar varias isometrias en conjunto distintas
a la anterior, y encontrar la tesela generadora del mosaico propuesto, como
se indican en la Figura 1 ¢). Para este ejercicio se dedicaron dos horas y se
realiz6 durante la clase.

Figural

Tarea diseriada para evaluar el razonamiento geométrico

En el analisis del primer ejercicio se tomaron en cuenta las capacidades
de destrezas y la predisposicién para comunicar resultados matematicos por
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escrito. En el segundo y tercer ejercicio, se consideré la capacidad de
comprension y andlisis al responder a cada una de las acciones establecidas.

Las categorias que se establecieron en cada nivel de Van Hiele para
analizar las respuestas de esta tarea se desglosan de la siguiente manera:

Cla. Identificé el elemento generador y movimientos de teselas, centro de

giro, vector, ejes...

C1b. Sefiald y definié las figuras geométricas, incluidos los poligonos y los

poligonos estrellados.

Clec. Sefial6 los movimientos de las teselas en los mosaicos.

C2a. Construyé dos mosaicos distintos y comprendié las formas nuevas

generadas y las propiedades.

C3a. Dibujé/intent6 con recortables para ubicar/sefialar varios

movimientos.

C3b. Justificé las diferencias de los mosaicos con argumentos geométricos y

matematicos.

C3c. Definié/explicé adecuadamente las isometrias sefialadas con lenguaje

técnico, no coloquial.

C3d. Indico las partes de la isometria (centro de giro, dngulo, ejes de

simetria, vectores).

C4a. Indicé distintas isometrias a la vez, con su centro de giro, dngulo, ejes

de simetria, vectores.

C4b. Demostré las distintas isometrias encontradas en mosaico.

C4c. Describio6 las relaciones entre las distintas isometrias sefialadas en el

mosaico.

No se categorizé el Nivel 5 porque no se esperaban respuestas
correspondientes a demostraciones formales. Las categorias Cla, Clb y
Clc estin asociadas con el Nivel 1, que es el reconocimiento de figuras
estdticas y dindmicas. La categoria C2a, se asocia con el Nivel 2, que es el
descubrimiento experimental de nuevas formas geométricas mediante la
préactica manual o digital de las isometrias en el plano. Las categorias C3a,
C3b, C3c y C3d estin asociadas con el Nivel 3, en el que se exigen
deducciones, definiciones y justificaciones de las propiedades de las
isometrias, asi como su descomposicién para describir las partes que las
constituyen. Por ultimo, las categorias C4a, C4b y C4c se asocian con el
Nivel 4, que corresponde a la visién global de las isometrias planas en
conjunto y a la demostracién formal de sus propiedades.

Resultados

En la Tabla 1 se muestra la manifestacién de las categorias de cada sujeto
considerando como unidad de andlisis las respuestas completas de los tres
ejercicios. La ubicacién de las categorias estd asociada con cada uno de los
cuatro niveles de Van Hiele descritos en el marco teérico.
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Tabla 1

Niwveles de Van Hiele manifestado por los sujetos en cada categoria

N1 N2 N3 N4

Sujeto  Cla Ci1b Clc C2a C3a C3b C3c C3d C4a C4b Céc

S1 o o o o o

S2 o o o o o

S3 o o o o o o
S4 o o o o o o o o o
S5 o o o o o o

S6 o o o

S7 o o o o o o o o o
S8 o o o o

S9 o o o o o

510 o o o o o o

S11 o o o

S12 o o o o o o o
S13 o o o o o o o o o o
S14 o o

Para el Ejercicio 1, cada estudiante elaboré dos mosaicos. Se presentd un
total de 28 disefios, de los cuales 16 se realizaron con software libre y 12 se
hicieron de forma manual. De los 28 disefios, 21 fueron coloreados y 7
presentaron Unicamente las lineas de trazo, lo cual no resta valor a la
destreza puesta en juego. Se observé que dos mosaicos entregados fueron
construidos con base en teselas recortadas en papel; esto permitié que se
convirtieran en un material manipulativo. En la Figura 2 a) se muestran tres
mosaicos realizados digitalmente y tres mosaicos realizados de forma
manual. En ambos casos se observan diferentes movimientos y nuevas
formas geométricas que fueron creadas con un mismo elemento generador.

En la fase de anilisis, todos los sujetos experimentaron las isometrias y
el descubrimiento de nuevos elementos interfigurales como resultado de la
elaboracién de dos mosaicos. Esto se ve reflejado en la columna de la
categoria C2a, lo que indica que todos superaron el Nivel 2. Se observé que
Unicamente cuatro sujetos utilizaron recortables o dibujos para identificar
los movimientos (C3a) y que siete sujetos manifestaron dificultades para
definir y justificar los conceptos y propiedades que diferencian las
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isometrias (C3b). Esto puede deberse a que no redactaron adecuadamente
la explicacién que corresponde a las definiciones de traslacién, rotacién y
simetrias. También fue notorio que seis sujetos utilizaron un lenguaje
demasiado coloquial en su forma de expresar las definiciones, como se ve
reflejado en la columna C3c.

En el Ejercicio 2 se observé que, al identificar visualmente las
transformaciones, once de los sujetos proporcionaron respuestas sefialando
el movimiento y los dngulos de giro como se aprecia en la columna Cla.
Por su parte, tres de ellos proporcionaron respuestas sin hacer ninguna
anotacién y solo tres mostraron dificultad para visualizarlas. El
reconocimiento de los movimientos (movimiento dindmico) fue conseguido
por doce sujetos, de los cuales solo dos explicaron el concepto de vectores y
movimientos (Clc). En la Figura 2 b) se muestra un ejemplo de las
respuestas proporcionadas.

En el Ejercicio 3 se observé que seis sujetos tuvieron dificultades para
identificar visualmente los elementos geométricos en el mosaico, por
ejemplo, confundieron un rombo con un cuadrado, un cuadrado con un
hexdgono, o un poligono estrellado con un hexdgono (C1b). También se
observé que estos seis sujetos tuvieron dificultad para definir un poligono
estrellado. En cuanto a la identificacién visual de transformaciones y
movimientos, sélo tres sujetos tuvieron dificultad para ubicar el centro de
giro, los ejes de simetria o los puntos de traslacién (Cla). Las propiedades
de las transformaciones pudieron definirlas de manera adecuada ocho
sujetos, el resto no respondié o lo hizo de manera incorrecta (C3c). La
mayoria logré identificar el elemento generador, pero cuatro sujetos no
pudieron hacerlo (C3d). La visién global de las isometrias en el plano fue
manifestada por cinco sujetos (C4a), pero solamente uno de ellos entregé su
escrito con demostraciones formales (C4b).

Por dltimo, ninguno de estos cinco sujetos respondié adecuadamente a
la descripcién de las relaciones entre las isometrias que ellos mismos
sefialaron (C4c). Esto puede deberse a que requerian mayor tiempo para
redactar sus respuestas, a que no respondieron adecuadamente o a que
simplemente la dejaron sin responder. En la Figura 2 ¢) se muestran varios
ejemplos de los errores que se identificaron, por ejemplo, nombrar los
cuadrados con la H de hexdgono o al poligono de seis lados identificarlo
con la E de poligono estrellado, incluso, identificar un cuadrado con la E de
poligono estrellado y a la vez con la R de rombo. También se observaron
dificultades en la identificacién del elemento generador o tesela generadora
del mosaico. Esta identificacién habria sido mds accesible si se hubieran
trazado varias reticulas sobre el mosaico hasta visualizar la minima
composicién de los elementos geométricos.
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Figura2

Ejemplos de respuestas a los ejercicios de la tarea

Conclusiones

En este estudio piloto se resalta la importancia de la visualizacién espacial
en la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, principalmente en lo que
respecta a la representacién y transformacién de objetos en el plano y la
comunicacién escrita de resultados matemdticos. Ademds, se aborda una
prictica educativa mediante el diseio de una tarea que posibilite el
desarrollo de habilidades de visualizacién de manera eficaz. Los errores
encontrados no estaban considerados para ser analizados, sin embargo,
resultaron utiles para el planteamiento de nuevas acciones en futuras tareas
y en la planificacién de la docencia, por ejemplo, otorgar mayor atencién a
la geometria de las transformaciones y a la descripcién de las relaciones
interfigurales, ya que son necesarias para la manifestacién de los dos
primeros niveles de Van Hiele, que se asocian con la visualizacién y el
andlisis de los objetos geométricos con los que se estd trabajando. Esto
contribuiria al desarrollo de habilidades de visualizacién para identificar,
reconocer y comparar sus diferencias, semejanzas, analogias y describir sus
propiedades intrinsecas.

La tarea que se realizé en este estudio favorecié que tres sujetos
superaran por completo todas las categorias de los tres primeros niveles y
que manifestaran algunas caracteristicas propias del Nivel 4, que estin
relacionadas con la categoria de visién global de las isometrias planas. Se
considera que estos tres sujetos se encuentran en transicién del Nivel 4 al
Nivel 5; es posible que correspondan a profesores de matematicas en
servicio o los estudiantes que recientemente concluyeron la carrera de
matemdticas. Su formacién les permitiria atender el rigor matemitico
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exigido por este Nivel 5, en el que se requiere una comprensién profunda de
teoremas y axiomas, asi como el dominio de diferentes geometrias. El resto
del grupo, al ser heterogéneo, con estudiantes recién egresados de la carrera
de magisterio, de ingenieria y de ciencias sociales, solamente manifesté
caracteristicas propias de los Niveles 1, 2 y 3, que se relacionan con las
diferentes categorias que componen la propuesta del modelo de Van Hiele
aplicado a isometrias (Jaime & Gutiérrez, 1989).

Los resultados obtenidos en este estudio son consistentes con los
encontrados por Arnal-Bailera y Manero (2021) en uno de sus trabajos
realizados con estudiantes de posgrado. Por ello, se considera necesario que
en los programas de formacién de profesorado y de futuros investigadores e
investigadoras en Didéctica de las Matemadticas se propongan nuevas tareas
y actividades educativas que contribuyan a la manifestacién de los sujetos en
el Nivel 4, como lo sugirieron Pandiscio y Knight (2010). Las categorias
que se establecieron en este estudio no solo revelaron las habilidades y
destrezas de los sujetos en cuestién, sino que también permitieron
identificar errores y dificultades que se presentaron durante las acciones
implementadas en esta tarea.

El hecho de que los sujetos manifestaran caracteristicas de algunas
categorias asociadas a un determinado nivel, pero no de otro, sugiere que la
caracterizacién de los niveles de Van Hiele en un sujeto estd estrechamente
relacionada con el tipo de la tarea propuesta y con las habilidades y
destrezas que presenta cada sujeto. Los hallazgos de este estudio
constituyen un punto de partida para futuras investigaciones en el que se
tiene contemplado la comparacién de los niveles de van Hiele con otros
referentes teéricos, como podrian ser los componentes del sentido espacial,
en particular, el componente correspondiente a la visualizacion.

Una limitacién que presenta este estudio es el tamafio de la muestra
analizada, al no ser suficientemente numerosa, no es posible generalizar los
resultados obtenidos. Ademds, no se realizé un estudio previo de los niveles
de Van Hiele antes de pasar a las teselaciones debido a la corta duracién
prevista para esta tarea durante el curso. No obstante, las categorias que se
establecieron para analizar la tarea no sélo revelaron las habilidades y
destrezas de los sujetos, sino que también permitieron identificar errores y
dificultades que podria dar lugar a la generacién de conocimientos
posteriores.

En las implicaciones para la ensefianza, la elaboracién manual o digital
de los mosaicos contribuy6 al desarrollo de competencias procedimentales y
al fortalecimiento de las habilidades de visualizacién mediante movimientos
y transformaciones en el plano. Sin embargo, la falta de dominio de
instrumentos geométricos fisicos dio lugar a retrasos y dificultades de
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precisién al elaborar los disefios. El uso de software de geometria dindmica
como GeoGebra habria permitido atenuar esas dificultades. Esta tarea
permitié establecer conexiones matemadticas con elementos artisticos que
incentivaron su creatividad y comprensién de las ideas y los procesos
matemidticos de las isometrias. La elaboracién de nuevas propuestas para el
disefio y la creacién de teselados geométricos abre una linea de andlisis para
futuros estudios.
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Resumen

Este articulo, basado en una investigacién cualitativa, analiza el proceso de
aprendizaje de conceptos tedricos de la aritmética bdsica en un estudiante con
discapacidad intelectual que cursa el primer grado en una escuela primaria
inclusiva. Su forma de abordar las ideas matemadticas se manifiesta a través de la
secuencia de aprendizaje de una propuesta pedagégica disefiada conforme a la
Teoria de la Formacién Planificada de las Acciones Mentales o Teoria de la
Actividad de Galperin. El pensamiento numérico del estudiante no se reduce a
verbalizar un determinado conjunto de palabras o emular las acciones del
docente, su comprensién implica formas especificas de manifestacién donde el
movimiento corporal se hace presente para conducir al estudiante a la
transformacién de sus procesos mentales, y favorecen el reconocimiento de
relaciones numéricas que posteriormente den lugar a aspectos simbdlicos. Los
hechos registrados muestran un entendimiento mutuo de las acciones y
unificacién de significados por parte del estudiante y sus compaiieros, quienes
comparten las tareas en el salén de clase.
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Discapacidad intelectual, conteo, movimiento corporal, Teoria de la Actividad
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Abstract

This article, grounded in qualitative research, analyzes the process of learning
theoretical concepts of basic arithmetic in a student with intellectual disability
enrolled in first grade at an inclusive primary school. The student’s approach to
mathematical ideas is manifested through the learning sequence of a
pedagogical proposal designed in accordance with the Theory of the Planned
Formation of Mental Actions, also known as Galperins Activity Theory. The
student’s numerical thinking is not limited to verbalizing a given set of words or
imitating the teacher’s actions; rather, understanding involves specific forms of
expression in which bodily movement becomes central in guiding the student
toward the transformation of mental processes and in supporting the
recognition of numerical relationships that later give rise to symbolic aspects.
The recorded evidence shows mutual understanding of actions and a unification
of meanings among the student and peers, who share tasks within the
classroom.

Keywords
Intellectual disability, counting, bodily movement, Activity Theory

Introducciéon

La discapacidad intelectual plantea desafios en los procesos educativos
debido a su incorporacién a una compleja gama de caracteristicas de la
poblacién y a sus necesidades de inclusién en la sociedad (Schluchter et al.,
2023). Los estudiantes con frecuencia enfrentan situaciones que vulneran
su condicién y reducen significativamente sus oportunidades de desarrollo.
A pesar de estas circunstancias, la educacién se sigue considerando un
proceso apropiado para ayudarlos a superar sus desventajas. Un proceso de
inclusién educativa, se finca en la aceptacién y apoyo de la diversidad de
caracteristicas entre la poblacién estudiantil; fomenta pricticas colaborativas
y aprovecha las condiciones del entorno para profundizar en la adquisicién
de conocimiento (Ainscow, 2025).

En este sentido, la psicologia de Galperin propone un enfoque
sistemdtico para la formacién de nuevas capacidades mentales que pueden
aplicarse en el aprendizaje matemdtico de estudiantes con discapacidad
intelectual ubicados en aulas regulares. Aunque su versién original se
desarroll6 hace mucho tiempo, actualmente se estdn considerando algunos
de estos elementos desde otras perspectivas tedricas, como la cognicién 4E
(embodied, embedded, enactive, and extended), que relaciona el aprendizaje
numérico con la cognicién enraizada en el cuerpo y sugiere que la
conjuncién de la mente, el cuerpo y el entorno fisico y social, juegan un
importante rol en la cognicién y no se limita a aspectos representacionales

(Gallagher, 2023). Otros autores (Lakoff & Nuiiez, 2000), argumentan la
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formacién de conceptos matemdticos, como el nimero, originados por
medio de metdforas conceptuales procedentes de experiencias fisicas y
sensoriales, donde la interaccién entre el cuerpo, la mente y el entorno
inciden en el desarrollo del pensamiento matemdtico. Schilhab & Groth
(2024), aportan evidencias especificas en el aprendizaje de habilidades de
lectoescritura, fundamentadas en la participacién y situada dentro de un
dmbito social y material. Desde este marco, la formacién de palabras y
conceptos se origina en la relacién mutua entre el ser humano, el contexto y
las experiencias espaciotemporales, sefialando el enraizamiento del
pensamiento abstracto a través de los sentidos. Desde un enfoque
multimodal, se hace referencia a diferentes formas semidticas: verbalizacién,
gesticulacién, corporeidad, produccién grifica y uso de objetos, para dar
significado al nuimero. Las investigaciones destacan la interrelacién de
aspectos individuales, sociales y semidticos para el desarrollo numérico en
los nifios (Salsa & Rodriguez, 2022).

Los procesos cognitivos que tienen lugar en cualquier espacio educativo
son complejos, sin embargo, analizar las formas en que las ideas y el
aprendizaje numérico se manifiestan en esta poblacién de estudiantes,
dentro de un aula inclusiva, contribuird a tener una mayor comprensién de
los caminos que siguen para asimilar los conceptos matemadticos y mejorar
su rendimiento (Schnepel et al., 2020).

Marco teérico

Enfoque sociocultural

La Teoria de la Formacién Planificada de las Acciones Mentales o Teoria
de la Actividad de Galperin, constituye un marco para estudiar las
funciones mentales, socialmente construidas, sin perder de vista la
singularidad del individuo, en el proceso de adquisicién de conceptos
teéricos dentro de la actividad conjunta (Solovieva, 2020). Su eleccion,
incide en las posibles respuestas a cuestionamientos sobre el desarrollo
cognitivo de personas con discapacidad intelectual y sus aportes en la
educacién inclusiva. Desde esta perspectiva, se pretende identificar
elementos relevantes para el aprendizaje de los estudiantes cuando
manifiestan problemas de lenguaje y no han desarrollado las habilidades de
lectoescritura.

Actividad orientadora

La unidad bédsica en este enfoque es la actividad, un concepto que
representa la integracién de aspectos sociales e individuales, internos y
externos del ser humano. La actividad, concebida como una estructura
interna, requiere formarse, ejecutarse frente a variantes de una situacién y
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experimentar cambios, hasta consolidarse. (Arievitch, 2017). La unidad de
andlisis es la accién, que conserva todas las propiedades de la actividad
(Solovieva & Quintanar, 2020). Cuando el agente, una persona con
voluntad y conciencia, enfrenta situaciones que emergen en su entorno, la
actividad lo orienta para reconocer las nuevas condiciones y posibles
acciones que pueden ejecutarse, asi como su relevancia en la toma de

decisiones (Arievitch, 2017).

Etapa operativa de la actividad

Se caracteriza por adquirir informacién acerca de las condiciones para
realizar una accién y dar paso a la capacidad del agente para llevarla a cabo,
reconociendo el propio método desarrollado. Estd conformada por la base
orientadora y las fases funcionales de la accién. Cada una de estas
componentes tiene el propésito de contribuir a la formacién de una
estructura interna que guie al agente en la identificacién de caracteristicas
significativas para actuar y le posibilite la construccién de nuevas acciones
con propiedades especificas. (Engeness, 2021).

La base orientadora es el conjunto de elementos, dispuestos para guiar al
estudiante en la realizacién de una accién. Desempefia un papel decisivo
porque puede dar paso a la cognicién, mediante la supervisién y el control,
al establecer condiciones especificas que conduzcan, sistemdticamente, a
resultados planificados. Incluye un panorama de la situacidn, la exploracién
de sus elementos y la ejecucién paulatina de la accién; permite verificar, y si
es necesario, corregir el proceso que se estd efectuando (Solovieva &
Quintanar, 2020). Sirve para concretar una serie de indicaciones y queda de
manifiesto cuando el estudiante lleva a cabo la accién (Engeness, 2021).

Las fases funcionales representan un sistema organizado para ejecutar
una nueva accién (Arievitch, 2017), y cada una de ellas tiene una funcién
especifica en la transformacién de fenémenos complejos de la realidad del
agente en objetos abstractos. Las fases se entienden como diferentes
estadios por los que transita la actividad cognoscitiva, del exterior al interior
del agente, y son, la accién material/materializada, la accién en el discurso
abierto, la accién en el discurso encubierto y la accién mental (Arievitch,
2017).

En la primera fase, el agente interactia con objetos materiales/
materializados tales como modelos, graficos o dibujos, para familiarizarse
con nuevos conceptos a través de sus sentidos, mediante acciones como
tocar, mover, marcar, verbalizar, etc. De esta manera se puede desplegar por
completo la accién, manifestando todas sus condiciones esenciales,
favoreciendo la identificacién de propiedades y generacién de significados
de lo realizado, de acuerdo con el ritmo establecido por el propio agente
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(Engeness, 2021). Esta forma concreta otorga la posibilidad de mostrar
elementos, relaciones y cardcter secuencial, y constituye el primer paso para
la apropiacién prictica del contenido que después se manifieste en una
accién mental.

En la fase del discurso abierto, las palabras tienen una funcién simbélica
al sustituir a los objetos, al convertirse en entidades abstractas. Las ideas
comunicadas a través del lenguaje hablado, manifiestan a los demds la
organizacién interna y, al completar verbalmente la accién, el lenguaje funge
como mediador del agente con su entorno, y establece una comunicacién
social del pensamiento en la que se interrelacionan los planos externo e
interno, y se da paso a la generalizacién (Engeness, 2021). El lenguaje
hablado orienta, tanto la ejecucién como la exposicién de relaciones en la
accién, y al emplear términos con el mismo significado para todos, se
manifiesta como un conocimiento compartido dentro del grupo.

En la tercera fase, se visualizan relaciones y establecen significados
mediante un discurso silencioso o habla intrasubjetiva, creando una imagen
de la estructura del objeto con mayor estabilidad y arraigo que la
proporcionada por objetos materiales. Mediante este discurso, el agente
recurre a simbolos con significado para si mismo y manifiesta su labor
reflexiva al ejecutar una accién, al considerar sus elementos y no sélo
actuando mecdnicamente (Solovieva & Quintanar, 2020). El habla
intrasubjetiva es una funcién esencial para consolidar la transicidén entre la
accién externa o material y la accién interna o mental.

La accién mental orienta y regula el desempefio individual. Es la misma
accién real y externa que primero fue ejecutada con objetos materiales y
ahora se encuentra en un nivel superior de abstraccién (Engeness, 2021).
En esta fase, todas las partes se integran y ejecutan, sin habla manifiesta o
apoyo externo. La accién se automatiza, evoca ideas a través de estructuras y
procesos internos, inaccesibles a la observacién. Es una sucesién organizada
de imdgenes y significados a disposicién del agente, para su empleo cuando
las condiciones lo ameriten (Arievitch, 2017), sin embargo, sigue siendo
producto de la interaccién del ser humano con su entorno, dirigida a
solventar situaciones reales.

Para el anilisis de resultados se utilizan los mismos componentes de la
actividad, en tanto se consideran elementos clave en la estructuracién de la
propuesta pedagégica para la formacién de bases aritméticas.

Método de investigacién

Tipo de estudio

La estructura corresponde a las caracteristicas de la investigacién cualitativa,
entendida como una actividad sistemdtica orientada a la comprensién de
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précticas socioculturales en un escenario educativo (Tarrillo et al., 2024). Se
aborda a través de un estudio de caso con el propésito de describir y
analizar el proceso de formacién de conceptos tedricos aritméticos
mediante una secuencia gradual de acciones planificadas que permiten
profundizar en las experiencias de aprendizaje y significados surgidos en el
grupo social dentro del aula.

Contexto escolar

El estudio se realizé en una escuela primaria oficial de tiempo completo,
ubicada en la Ciudad de México, la cual brinda atencién a nifios en edades
de entre 6 a 12 afios. Su poblacién estd distribuida en doce grupos que
cursan las asignaturas regulares y participan en talleres, actividades
culturales y deportivas. Cuando se identifica algin tipo de discapacidad
entre la comunidad estudiantil, las autoridades del plantel buscan asesoria
externa y, si lo consideran necesario, canalizan al estudiante a instituciones
médicas especializadas. También ofrecen apoyo institucional pedagégico y
de orientacién a la familia y fomentan entornos de colaboracién y empatia
hacia los compafieros mediante charlas con psicélogos.

En el grupo de primer grado estin inscritos veintiséis nifios en edades
de seis y siete afios. En el aula, se sientan por pares, usan el libro de texto,
cuaderno de trabajo, hojas con ejercicios adicionales y materiales como
fichas, tapas, estampas e ilustraciones. Aquellos que manifiestan problemas
de aprendizaje reciben una hora de asesoria semanal por parte de la Unidad
de Educacién Especial y Educacién Inclusiva (UDEEI), en el mismo salén

de clase.

Agente participante

Estudiante de siete afios, nueve meses, sin antecedentes de educacién
preescolar, ni registro de apoyo académico externo en alguna institucién o,
por parte de su familia. El desarrollo de sus habilidades de lenguaje incluye
la pronunciacién de palabras sueltas y frases cortas, asi como la repeticién
de la serie numérica hasta el cinco con el apoyo de las maestras. En la
escritura, realiza algunos trazos, sin llegar a dibujar auténomamente letras
ni grafias numéricas; no evidencia desarrollo de las habilidades lectoras.
Estd aprendiendo a sujetar el ldpiz, a recortar y a dar nombre a elementos
de su entorno.

Las tareas asignadas las realiza en su cuaderno o en un pizarrén pequefio
colocado en su mesa de trabajo. Para mejorar su avance, recibe una hora
diaria de asesoria por parte de la UDEEI Participa en actividades culturales
y deportivas, acompaiado de alguno de sus padres, cuando asi lo consideran
necesario.
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Las autoridades escolares propusieron a este estudiante por su rezago
académico y por considerar su caso como prioridad en la atencién a su
discapacidad. Su participacién en la investigacién se realiza con base en el
consentimiento informado de sus padres, la manifestacién de respeto por su
dignidad y autonomia y, el manejo confidencial de su informacién personal.

Técnicas e instrumentos de recoleccion y registro de datos

En el proceso de recopilacién de datos se emplearon técnicas e
instrumentos como la entrevista, la observacién y el diario de campo, con
reconocimiento de que, en el aula, las observaciones y registros de los
hechos son de utilidad para explorar el contexto y los significados (Tarrillo
et al., 2024).

Las entrevistas semiestructuradas con el personal docente y directivo,
otorgaron la oportunidad de conocer acerca del programa de estudios, las
adaptaciones a los temas, los desafios en la ensefianza, asi como
experiencias, logros y expectativas. La observacién llevada a cabo,
participante y no participante, permitié recabar informacién en torno a las
actividades escolares cotidianas, organizacién, los materiales y las estrategias
empleadas en el salén de clase. En el diario de campo se asentaron
preguntas y reflexiones, comentarios de las maestras y de los demis
estudiantes surgidos en las sesiones de trabajo, asi como detalles de la
participacién del estudiante: conducta, expresién corporal, palabras, gestos y
momentos de interaccién con sus compafieros durante la ejecucién de
tareas. Los datos recabados quedaron registrados en grabaciones de audio,
video, fotografias y registros escritos.

La propuesta pedagdgica
La planificacién de tareas, apegada a la secuencia de fases funcionales, como
se menciona en el marco tedrico, se llevé a cabo en cinco sesiones. El
proceso completo se especifica en Tabla 1. Su configuracién incluye:
i. La extensién de los dedos de una y de ambas manos
ii. Verbalizacién de series numéricas
iii. Conteo de juguetes, piezas de plastico, miembros del grupo y dibujos
iv. Visualizacién de grafias numéricas impresas
v. Escritura de grafias numéricas

Resultados y analisis

El anilisis se realiza con base en el manejo y significacién de elementos
materiales, verbales y graficos, a partir del papel desempenado por el
estudiante y la influencia del entorno en la adquisicién y transformacién de
ideas numéricas a lo largo del transito por cada una de las fases funcionales.
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También se destaca el despliegue de sus propias herramientas, como el
movimiento corporal, para el dominio de componentes esenciales y
establecimiento de relaciones numéricas en las series numéricas y el conteo.

Tabla 1

Diserio y procedimiento de tareas en las fases funcionales

FASES

Formacion de la
base orientadora de
la accion

Accion material/
materializada

Accion en el discurso
abierto

Fase de la accion en
el discurso
encubierto

Accion mental/ideal

TAREAS

1. Verbalizar la serie numérica del uno al diez.

2. Escuchar y repetir una melodia de conteo del
uno al diez, extendiendo los dedos de
acuerdo con las cantidades que son
mencionadas.

3. Verbalizar series numéricas del uno al diez,
acompafiadas del uso de los dedos de ambas
manos.

4. Contar diversos objetos materiales hasta el
diez, junto con el empleo de los dedos;
observar grafia escrita y verbalizar el nombre
correspondiente.

5. Verbalizar la serie numérica del uno al veinte.

6. Contar a los integrantes del grupo.

7. Contar del uno al diez con los dedos.

8. Contar del uno al diez con piezas de plistico.

9. Contar los elementos de conjuntos formados
con objetos materiales de diferentes
cardinalidades, hasta el diez.

10. Contar objetos materializados (dibujos) con
diferentes cardinalidades, hasta el diez,y
escribir la grafia numérica correspondiente.

DESARROLLO

El estudiante observa y da seguimiento a
las acciones mostradas por la maestra en
varias ocasiones, al extender los dedos y
mencionar simultineamente la secuencia
numérica.

La maestra muestra una secuencia de
acciones al verbalizar y extender los dedos
en un orden establecido.

Después, solicita la participacién de todo
el grupo y, por ultimo, promueve la
participacion individual del estudiante.

La maestra, a través de la ejemplificacion,
preguntas e indicaciones, guia la expresién
verbal de ideas y la secuencia de acciones
para obtener el nimero cardinal.

Se da seguimiento al dominio
manifestado por el estudiante en las series
numéricas y el conteo aplicado a
conjuntos. La maestra corrige y ofrece
retroalimentacién del proceso.

Se registra el establecimiento de relaciones
numéricas entre los constituyentes de
diferentes conjuntos y el manejo de
elementos semiéticos, como nombres y
grafias numéricas sin apoyo de ningin
tipo.

Conteo hasta el diez con los dedos extendidos

En la tarea 2, se da la indicacion de realizar el conteo con los dedos, hasta el diez,
mientras los estudiantes repiten una melodia numérica. La primera vez el
estudiante lo intenta, pero de inmediato cambia. Levanta un brazo y lo balancea,
en sintonia con las palabras numéricas que escucha. En la tercera repeticion,
comienza de la misma manera, pero antes de finalizar, se detiene y pregunta a la
maestra, jcinco?, gcuatro.?, mientras extiende, consecutivamente, cuatro y cinco
dedos.

El desempefio del estudiante muestra el movimiento corporal como
parte de la base orientadora de la accién que estd construyendo para abordar
aspectos aritméticos. Aunque primero realiza la tarea bajo su propio
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esquema, recibe la influencia del entorno, de sus compafieros y de la
maestra. La observacién de lo que acontece alrededor le posibilita expresar
sus ideas numéricas de diferentes formas: a través del movimiento de los
brazos, con la extensién de los dedos y mediante el lenguaje hablado. El
movimiento del brazo le permite iniciar y seguir la secuencia de palabras y
mantener el incremento unitario y constante del conteo, es decir, establecer
una correspondencia biunivoca. Con el movimiento corporal accede y
despliega los componentes del conteo, a partir de los cuales emerge el
significado de las palabras numéricas que estd repitiendo (Gandell, 2025),
pero su actividad no se detiene en ese plano individualizado. Observa lo que
acontece a su alrededor, su esfera social y, a semejanza de lo que hacen sus
compaiieros, usa el lenguaje hablado y los dedos como herramientas para
indicar cantidades, no como una repeticién mecdnica, sino como una accién
consciente de lo que dice y hace, manifestando la formacién de ideas
numéricas dentro de su entorno social.

Tabla 2

Aspectos relevantes en cada fase para la formacion de bases aritméticas
Fases Resultados y anilisis

Repite verbalmente y con el balanceo de su cuerpo, brazos, tronco, cabeza, etc., la secuencia

de palabras numéricas.

Plantea preguntas en torno a cantidades formadas con los dedos.

El estudiante exhibe la formacién de un esquema propio para dar seguimiento a una

secuencia de palabras, de acuerdo con el modelo mostrado. Coordina la verbalizacién

Base de nombres numéricos y el balanceo corporal al establecer la correspondencia uno a

orientadora  uno. El movimiento corporal, le permite el empleo de otras herramientas semiéticas
delaaccién como los dedos, objetos materiales y materializados (dibujos). La sustitucién inicial

de la extensién de los dedos por el balanceo corporal, funciona como un elemento

externo y visible, para él y para los demds, que mantiene el significado de los

principios y relaciones numéricas que estd aprendiendo.

El lenguaje hablado, aun con sus limitaciones, es un portavoz de su subjetividad y le

sirve para manifestar la generacién de ideas numéricas.

Aplica el conteo a conjuntos con cardinalidad hasta el diez.
Emplea los dedos como herramienta semidtica, para representar cantidades especificas.
El movimiento ininterrumpido y ritmico de su cuerpo delinea la secuencia uniforme
y continua de la serie numérica, y permite tomar sentido del incremento, manifestar
la relacién uno a uno y sefialar el tamafio de un conjunto, la cardinalidad; elementos
Accién esenciales en el conteo. Ademis, su base orientadora de la accién, con el balanceo
material/  corporal como uno de sus componentes, le da autonomia en su desempefio y
materializada constituye un recurso viable para abordar las tareas junto a sus compaiieros.

El empleo de los dedos para contar, hace posible externar la correspondencia uno a
uno con el objeto material y con los nombres numéricos, percibir en forma
inmediata la cantidad y compartir a los demads su significado. El balanceo corporal y
el uso de los dedos, forman un puente, fincado en experiencias sensorio-motoras, que
lo encaminan a un mayor dominio en los principios del conteo (Kirchhoff, 2018).
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Tabla 2 (continua)
Aspectos relevantes en cada fase para la formacion de bases aritméticas

Fases

Accién en el
discurso
abierto

Accién en el
discurso
encubierto

Accién
mental

Resultados y analisis

Con sus comparieros, repite la serie numérica hasta el veinte; todos balanceando el tronco y
los brazos simultdneamente. Menciona algunos de los vocablos sin apoyo de ningiin tipo.

En forma individual, realiza el conteo de elementos de un conjunto material con

cardinalidad igual a diez.

El movimiento corporal representa, por un lado, una herramienta con implicaciones
cognitivas para asimilar significados numéricos a partir de sus propias experiencias, y,
por otro, un medio de comunicacién con su entorno (Salsa & Rodriguez, 2022).
Mediante este recurso, el estudiante participa y toma conciencia de las caracteristicas
de la situacién numérica donde se encuentra inmerso y, simultineamente, proyecta el
significado de lo que realiza. Su forma de llevar a cabo la tarea representa una accién
intersubjetiva que mantiene un flujo constante de ideas y de comunicacién con sus
compafieros en diferentes momentos de su proceso de aprendizaje. Es un
procedimiento concreto para cuantificar la accién y establecer relaciones numéricas.
Como parte de su base orientadora de la accién resulta decisivo en la adquisicién de
nuevos vocablos numéricos y en el mantenimiento del orden establecido en los ya
conocidos.

Sefiala el conteo con la extension de los dedos y sin habla manifiesta.

Desplaza los objetos materiales para contarlos, e indica la cardinalidad del conjunto que
Jforman.

Autocorrige los errores en la enunciacion de la serie numérica.

En esta fase el movimiento cambia en la forma, se transfiere a los objetos materiales,
los cuales desplaza de un lugar a otro al etiquetarlos y avanzar en la enunciacién de
la serie, pero sigue anclado al cuerpo para el establecimiento de relaciones
numéricas. Este sistema de condiciones posibilita la regulacién de la actividad del
estudiante en relacion con su pensamiento numérico. Evoluciona, pero estd a su
disposicién en el momento que lo requiere para dar seguimiento al proceso. Por otra
parte, la capacidad de autocorregir los errores que se presentan en la secuencia
numérica, evidencia la formacién interna de un conjunto de palabras a las que les
estd otorgando significado. Su actividad se transforma continuamente orientindolo
en su actuar y posicionando sus ideas numéricas en diferentes niveles de abstraccién

(Lakoff & Nuiiez, 2000).

Responde especificamente a cuestionamientos sobre la cardinalidad de un conjunto y
determina la estrategia para el conteo, por ejemplo, s Cudntas pelotas hay? (al serialarile un
conjunto formado con dibujos).

Dibuja trazos, sin apoyo visual, que encierran un significado numérico para el propio
estudiante.

Toma decisiones acerca de la estrategia que aplicara, como el desplazamiento o
apilamiento de objetos materiales o marcas sobre los objetos materializados. Inicia la
secuencia para el establecimiento de relaciones numéricas entre los componentes y
contesta la pregunta planteada, evidenciando sus recursos y el empleo de un lenguaje
especifico para comunicar sus ideas numéricas. Su desempefio se guia por
significados y el empleo de elementos semidticos (Figura 1).

Toma decisiones y ejecuta sus acciones en el conteo, en forma cada vez mis fluida y
sin acompafiamiento del adulto o de sus compaferos.
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Figural

Conteo de elementos y trazo de un signo numérico

Nota. El estudiante se auxilia de marcas para el conteo y escribe el ocho. Basicamente con la forma
correcta hasta donde le permite su coordinacién, pero inclinado.

El andlisis del proceso de aprendizaje, a través de la formacién
planificada de acciones mentales, muestra que, la formacién de bases
aritméticas se convierte en una experiencia en la que el estudiante participa
de forma activa y equitativa en la realizacién de tareas (Ainscow, 2025), con
progresién a su propio ritmo y con el uso de otras herramientas, como los
dedos, al recibir influencia de su entorno (Gallagher, 2023). Ademis,
evidencia la generacién de herramientas propias, entre ellas el movimiento
corporal en la comprensién y evolucién de conceptos matemdticos
(Schluchter et al., 2023) y el uso significativo de elementos semidticos,
nombres y grafias numéricas.

Implicaciones pedagégicas
La formacién planificada de acciones mentales constituye una herramienta
metodoldgica para llevar a cabo tareas y préicticas dentro del salén de clase,
con el apoyo en una amplia gama de aspectos simbdlicos durante la
actividad conjunta, orientados a la formacién de significados numéricos. La
flexibilidad del método permite adaptar las tareas a las caracteristicas
particulares y antecedentes académicos de los estudiantes y, les ofrece la
oportunidad de participacién individual y colaborar, en correspondencia al
desarrollo de habilidades del propio estudiante y a las caracteristicas de su
entorno.

Como también se sefiala en el disefio universal del aprendizaje (DUA),
la préctica educativa bajo este enfoque, busca responder a las necesidades y
al ritmo de cada estudiante mediante la adaptacién de los procesos de
enseflanza y aprendizaje, asi como la integracién de los roles del propio
estudiante, compaiieros y docente a los recursos pedagdgicos para generar
un espacio de calidad e igualdad educativa (Villegas et al., 2025; Ainscow,
2025).
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Conclusiones

En la primera fase de la actividad, las bases aritméticas son asimiladas por el
estudiante con discapacidad intelectual, a través de un esquema de accién
que se forma con elementos enraizados en el cuerpo (Schilhab & Groth,
2024). El énfasis colocado en la voz y en el movimiento corporal
desempefia funciones concretas y simbdélicas en las series numéricas y en el
conteo. Este recurso le permite desplegar los componentes esenciales y las
relaciones numéricas que dan origen al concepto de nimero.

En la fase material materializada, mantiene la diferencia en la forma de
abordar las tareas con el movimiento corporal, pero también recurre a otras
herramientas — dedos, objetos materiales y grificos —, con las que dota de
significado la secuencia de acciones realizadas. El engranaje de hechos y
palabras se transforma en ideas que pueden ser comunicadas con elementos
semidticos, nombres y grafias numéricas.

En la fase del discurso abierto, el movimiento corporal representa una
funcién estratégica para desempefiarse social y cognitivamente. La base
orientadora de la accién, con esta componente, lo orienta en la ejecucién de
tareas, la adquisicién de nuevos vocablos y el intercambio de ideas dentro de
su esfera social, superando sus limitaciones de lenguaje. Es una prictica que
contribuye a la visualizacién de su proceso de aprendizaje, a la participacién
activa y al entendimiento reciproco con sus pares (Salsa & Rodriguez, 2022;
Kokkola, 2024).

Durante la fase del discurso encubierto, el estudiante recurre de manera
reiterada al uso del movimiento corporal, como parte de su esquema de
accién, para autocorregirse o reactivar los conocimientos previos en las
series numéricas y establecer la correspondencia uno a uno en el conteo.
Este componente le ayuda a centrar su atencién en un objetivo, a avanzar en
el dominio de otras herramientas semidticas como los dedos y objetos
materiales/materializados y a derivar en una exposicién verbal de ideas. La
actividad cognitiva se transforma en el estudiante en la medida en que
emplea su base orientadora de la accién para dar significado a lo que
acontece en su entorno.

Las ideas numéricas en el conteo evolucionan desde lo tangible y
observable hacia el manejo de elementos semidticos, en los que subyacen
significados propios y la comunicacién de ideas con su entorno, en la fase de
la accién mental. Los hechos registrados reflejan un modo particular de
abstraer las ideas numéricas y compartirlas, lo que permite superar el escaso
desarrollo de sus habilidades de lenguaje y lectoescritura. La actividad surge
de la compleja interaccién entre el agente y su entorno (Salsa & Rodriguez,
2022), en la medida en que participa y reconoce sus propias herramientas
para la formacién de conceptos numéricos.
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Limitaciones del estudio
El anilisis se centra en un solo caso, por lo que algunos de los hallazgos
pueden depender de las caracteristicas particulares del agente participante.
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Resumen

Este articulo se sittia en el marco de la Teoria de la Actividad, tomando como
referencia el modelo de sistemas de actividad de Yrjo Engestrém, quien concibe
las pricticas educativas como sistemas complejos, dindmicos y culturalmente
mediados. A partir de este enfoque, se llevé a cabo una revisién de estudios
recientes que aplican dicho modelo en el aula de matematicas, con el objetivo de
examinar cémo las interacciones, las mediaciones y las contradicciones
estructuran los procesos de ensefianza y aprendizaje. Dada la limitada cantidad
de investigaciones disponibles, se seleccionaron tres casos representativos que
permiten identificar los contextos educativos en los que se ha implementado el
modelo, asi como las estrategias de integracién y los aportes de estas
aproximaciones para comprender la actividad matematica escolar. Finalmente, se
discuten las implicaciones de estos hallazgos tanto para el disefio de
intervenciones formativas como para la orientacién de futuras investigaciones
en el 4mbito de la ensefianza de las matematicas.
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Abstract

This article is framed within Activity Theory, drawing on Yrjo Engestrom’s
activity systems model, which conceptualizes educational practices as complex,
dynamic, and culturally mediated systems. From this perspective, a review of
recent studies applying this model in the mathematics classroom was
conducted, with the aim of examining how interactions, mediations, and
contradictions structure teaching and learning processes. Given the limited
number of available studies, three representative cases were selected to identify
the educational contexts in which the model has been implemented, as well as
the integration strategies and contributions of these approaches to
understanding school mathematical activity. Finally, the implications of these
findings are discussed both for the design of educational interventions and for
guiding future research in the field of mathematics education.

Keywords

Activity Theory, activity systems, mediation, contradictions

Introducciéon

La Teoria de la Actividad ha sido aplicada en diversos dmbitos como la
educacion, la formacién profesional y el estudio de las organizaciones, lo
que ha permitido comprender cémo las acciones individuales se articulan en
actividades colectivas mediadas por herramientas culturales, normas sociales
y condiciones histérico-sociales especificas. Desde esta perspectiva, se ha
consolidado como un marco tedrico relevante para analizar procesos
educativos y sociales, al concebir la enseflanza y el aprendizaje como
fenémenos situados, dindmicos y en permanente transformacién
(Engestrom, 2001).

No obstante, pese a su amplio desarrollo teérico y empirico, su
aplicacién en investigaciones centradas especificamente en el aula de
matemdticas continta siendo limitada. Ademds, en los estudios existentes
no siempre se aprovecha de forma sistemdtica el potencial analitico del
modelo para comprender la complejidad de la actividad matemitica escolar,
particularmente en lo que respecta a las mediaciones, las tensiones internas
y las formas de organizacién del aprendizaje (Batiibwe, 2019).

Ante esta brecha, el presente articulo tiene como propdsito analizar
estudios representativos publicados recientemente en revistas indexadas que
emplean el modelo de sistemas de actividad como herramienta analitica en
el aula de matemiticas. El objetivo es identificar las formas de integracién
tedrica adoptadas, los contextos educativos en los que se ha aplicado y los
aportes de estas aproximaciones para la comprensién de los procesos de
ensefianza y aprendizaje matemadtico. En particular, se busca mostrar cémo
el modelo de sistemas de actividad permite enriquecer el andlisis de la
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actividad matemdtica escolar al hacer visibles relaciones, tensiones y
dindmicas que suelen quedar relegadas en otros enfoques analiticos.

Fundamentos tedricos de la Teoria de la Actividad

La Teoria de la Actividad tiene su origen en los estudios de Vygotsky, quien
sostiene que la actividad humana se origina y se transforma mediante la
interaccién con la realidad externa, constituida por objetos tangibles y
significados culturalmente constituidos (Vygotsky, 1978). Esta interaccién
estd mediada por herramientas culturales como el lenguaje, los simbolos y
los artefactos, cuya internalizacién posibilita la construccién de nuevas
formas de pensamiento y la transformacién de la actividad cognitiva y
social. En este marco, la mediacién constituye un principio fundamental,
que trasciende los objetos fisicos e incluye cualquier herramienta cultural
capaz de estructurar y posibilitar la accién humana.

Sobre esta base, Engestrdom amplié y sistematizé la teoria mediante el
modelo de sistemas de actividad, el cual concibe la actividad humana como
un sistema dindmico y culturalmente mediado. Este enfoque permite
analizar la actividad tanto a nivel de acciones individuales como en
términos de las interacciones sociales, las normas, la distribucién de
responsabilidades y las tensiones internas que impulsan procesos de cambio
y desarrollo (Engestrom, 2001). Para ello, propone seis elementos
interrelacionados (Figura 1), el sujeto, que puede ser un individuo o un
grupo de participantes involucrados en la actividad; el objeto, que representa
la meta que orienta la accién y que, mediante la prictica, se transforma en
un resultado concreto; las herramientas, fisicas y simbélicas, que median la
relacién entre el sujeto y el objeto y facilitan la internalizacién del
conocimiento; las reglas, que regulan las acciones de los participantes; la
comunidad, que agrupa a los actores implicados; y la divisién del trabajo,
que define cémo se asignan tareas, roles y responsabilidades, estructurando
la colaboracién dentro del sistema.

Dentro de este modelo, las contradicciones ocupan un lugar central, ya
que se entienden como tensiones estructurales o conflictos internos que
surgen cuando los distintos elementos del sistema no estin plenamente
alineados con los objetivos de la actividad. Estas contradicciones actian
como motores de cambio y aprendizaje, ya que su identificacién y
resolucién permiten transformar la actividad, generar nuevas précticas y
ajustar la interaccién entre los elementos del sistema. Este proceso refuerza
el papel central de la mediacién en la construccién del conocimiento y en la
transformacién de la actividad educativa, mostrando cémo las herramientas
culturales y las interacciones sociales configuran y potencian el aprendizaje
(Engestrom, 2001).
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Figural

Estructura de un sistema de actividad

Nota. Tomado de Engestrom (2001)

Comprender estos principios resulta fundamental para analizar
contextos educativos especificos, como el aula de matemdticas, donde
convergen multiples mediaciones, normas y formas de participacién. Para
ilustrar el potencial analitico del modelo de sistemas de actividad, en los
apartados siguientes se presentan tres estudios empiricos que aplican este
marco a distintas configuraciones de ensefianza y aprendizaje matematico.
Cada caso se organiza de manera implicita en tres categorias de anilisis:
marco tedrico, desarrollo del caso y hallazgos, lo que permite examinar de
manera sistemdtica cémo las interacciones, las herramientas y las
contradicciones modelan la actividad escolar y contribuyen a la construccién
del conocimiento matemdtico.

CASO 1. Sistemas de actividad articulados con una propuesta de enserianza
El primer caso analiza una propuesta de enseflanza que integra
explicitamente el modelo de sistemas de actividad al disefio de actividades
matemadticas. En un contexto educativo marcado por politicas que enfatizan
el autoaprendizaje, la cooperacién, la aplicacién contextual del
conocimiento, la motivacién por aprender y la mejora continua, Loc et al.
(2022) desarrollaron una intervencién orientada a la ensefianza de la
ecuacion de la recta, con el objetivo de fortalecer el desempefio académico y
la comprensién conceptual de los estudiantes.

La propuesta metodolégica se estructuré en tres fases articuladas con el
modelo de sistemas de actividad: una inicial de motivacién y orientacién
hacia el objetivo, que buscé activar conocimientos previos y vincularlos con
los nuevos; una segunda, centrada en la construccién del conocimiento, que
promovié la resolucién auténoma de tareas; y una tercera de consolidacién y
préctica, orientada a evaluar la comprensién y detectar errores conceptuales
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o interpretaciones alternativas. Para medir el impacto, se aplicé un disefio
cuasiexperimental con grupo de control y grupo experimental, integrado
por estudiantes de décimo grado. Las evaluaciones diagndsticas y finales,
respaldadas por técnicas de estadistica inferencial, confirmaron la
equivalencia inicial de los grupos, asegurando la comparabilidad de los
resultados.

Los contenidos se centraron en la ecuacién de la recta y sus conceptos
asociados, como vector de direccién, ecuacién paramétrica, vector normal,
ecuacién general y posiciones relativas entre rectas. Cada concepto fue
analizado a través del modelo de sistemas de actividad y, en funcién de ello,
se disefiaron actividades de aprendizaje estructuradas segin las tres fases
contempladas en la propuesta metodolégica.

Como ejemplo, en la ecuacién general de la recta, el sujeto correspondié
a los estudiantes, el objeto a la comprensién y construccién de la ecuacién, y
las herramientas incluyeron hojas de trabajo y el software GeoGebra. Los
resultados de aprendizaje esperados consistieron en que los estudiantes
pudieran identificar la ecuacién general de una recta, escribir su ecuacién,
determinar el vector normal y un punto sobre la recta, asi como resolver
problemas relacionados con la escritura de ecuaciones generales en un nivel
de aplicacién bdsico. Las reglas que guiaron la dindmica de trabajo se
centraron en la organizacién de los estudiantes en equipos heterogéneos, lo
que permitié fomentar la colaboracién y la discusién, mientras que la
comunidad incluy6 a estudiantes y docente, y la divisién del trabajo definié
roles y responsabilidades orientados al logro de los objetivos. Este disefio
promovié interacciones significativas, la retroalimentacién entre pares y el
acompafiamiento docente, consolidando la mediacién como un componente
central en la construccién del conocimiento y la transformacién de la
actividad matematica.

Las actividades de aprendizaje de la fase de motivacién y orientacién
hacia los objetivos se centraron en plantear preguntas que conectaran los
conocimientos previos con los nuevos contenidos, tales como la
interpretacién de la gréfica de la funcién y = ax + 4, la ecuacién de la recta
que pasa por los puntos 4 (0,1) y B (1,0), y la representacién de una recta en
el plano cartesiano mediante una expresién de la forma y = ax + 4.

Durante la fase de construccién del conocimiento se introdujo el
concepto de ecuacién general de una recta a partir de una actividad de
observacién y anlisis. Los estudiantes examinaron diversas rectas generadas
automdticamente en GeoGebra junto con sus correspondientes ecuaciones
y analizaron patrones y regularidades en la relacién entre la representacién
grifica y su forma algebraica. Este proceso permitié que los estudiantes
infirieran de manera progresiva la estructura general de la ecuacién de la
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recta. Las conjeturas formuladas fueron posteriormente validadas por el
docente mediante una breve sistematizacién. Como cierre de esta fase, se
propuso un problema para discusién en equipos: “En el plano cartesiano,
sea A una linea recta que pasa por el punto M(xo, yo) y 7 un vector normal.
Determina la condicién que debe cumplir un punto M(x, y) para pertenecer
alarecta A”.

En la fase de préctica y consolidacién del conocimiento, se plantearon
actividades orientadas a fortalecer la comprensién de los conceptos y
promover el trabajo colaborativo. Entre las tareas desarrolladas se
incluyeron las siguientes:

1. En el plano cartesiano, dada una linea recta d: 2x + 3y + 2 = 0,

encuentra un vector normal y un vector de direccién de 4.
2. En el plano cartesiano, dada una linea recta 4 que pasa por el punto
A (1,2) y tomando 7 (1, 2) como un vector normal.
a) Escribe la ecuacién general de la recta 4.
b) Escribe la ecuacién general de la recta &’, donde 4’ pasa por B (1,
Dyd|| d.

3. En el plano cartesiano, dadas dos puntos 4 (1,4) y B (3, 2), escribe la

ecuacién general de la linea recta 4B.

El anélisis de los cinco casos incluidos en la propuesta evidencié que la
implementacién de un enfoque pedagégico fundamentado en la Teoria de
la Actividad permitié que el grupo experimental alcanzara resultados
superiores al grupo de control, que recibié instruccién mediante métodos
tradicionales.

Asimismo, se observé un incremento notable en la motivacién, la
participacién activa y la colaboracién entre los estudiantes, quienes se
involucraron en tareas con sentido dentro de entornos de aprendizaje
interactivos. Estos hallazgos sugieren que este enfoque resulta pertinente en
contextos rurales y remotos, donde las limitaciones de tiempo, los vacios en
conocimientos previos y los bajos niveles de motivacién representan
obstéculos frecuentes para el aprendizaje.

En conjunto, este estudio muestra que el modelo de sistemas de
actividad puede integrarse de forma consistente con diversas estrategias
metodoldgicas, configurindose como un marco conceptual flexible que
articula teoria, prictica y mediacién educativa. Dicha integracién favorece la
construccién de conceptos matemdticos y contribuye al desarrollo de
habilidades de resolucién de problemas, la reflexiéon critica y la
internalizacién del conocimiento, configurando un enfoque de enseflanza
orientado al aprendizaje activo, colaborativo y significativo, y con proyeccién
para para el disefio de intervenciones educativas inclusivas y
contextualizadas.
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CASO 2. Sistemas de actividad para comparar el aprendizaje dentro de
una misma cultura

Mientras el primer caso ilustra el uso del modelo de sistemas de actividad
como herramienta para el disefio diddctico, el segundo se centra en su
potencial analitico para comparar distintas formas de organizacién del
aprendizaje dentro de un mismo contexto cultural. La ensefianza y el
aprendizaje de las matemadticas constituyen un campo de alta complejidad,
especialmente cuando se analizan pricticas pedagégicas arraigadas en
tradiciones educativas especificas. Un ejemplo destacado se encuentra en
Japén, donde Sekiguchi (2021) comparé dos sistemas de actividad
disefiados para analizar lecciones centradas en la resolucién de problemas
matemdticos, proporcionando perspectivas profundas sobre cémo las
dindmicas de aula y las mediaciones culturales influyen en la comprensién y
aplicacién del conocimiento matemdtico.

El primer sistema de actividad se apoyaba en la estructura tradicional de
resolucién de problemas propuesta por Polya: comprender el problema,
elaborar un plan, ejecutar el plan y reflexionar. En este modelo, el objeto era
la construccién de problemas matemdticos desafiantes; los sujetos,
estudiantes de noveno grado; y las herramientas, los conocimientos previos
y los instrumentos para dibujar, graficar y calcular. La comunidad estaba
conformada por estudiantes y docente, y las interacciones seguian reglas
tipicas de la ensefianza tradicional, como el esquema de Iniciacién-
Respuesta-Evaluacién. La divisién del trabajo se centraba en el docente,
quien dirigia y coordinaba la actividad, y el resultado esperado consistia en
la adquisicién de nuevos conocimientos y habilidades matematicas.

Por su parte, el segundo sistema se inspiraba en el enfoque de la Escuela
como Comunidad de Aprendizaje (School as Learning Community, SLC),
propuesto por Manabu Sato en Japén a partir de la década de 1980. Este
enfoque concibe el aprendizaje como un proceso disciplinar, colaborativo y
desafiante, en el que la resolucién compartida de problemas y la interaccién
entre pares ocupan un lugar central en la construccién del conocimiento
matemdtico.

En este sistema, el objeto se centraba en la resolucién compartida de
tareas; los sujetos eran también estudiantes de noveno grado; y las
herramientas incluian conocimientos previos, instrumentos matemdticos,
estrategias de resolucién de problemas y métodos de aprendizaje
colaborativo. La comunidad, integrada por los propios estudiantes y
docente, operaba bajo la regla de colaboracién activa, y la divisién del
trabajo combinaba la contribucién individual con la cooperacién, lo que
favorecié la construccién colectiva del conocimiento. El resultado esperado
consistia en la retexturizacién de significados y relaciones, lo que promovié
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una comprensién mds profunda y compartida de los conceptos
matemdticos.

Un ejemplo concreto que ilustré este enfoque se desarrollé en una clase
que trabajaba el uso de variables como herramienta para representar y
demostrar relaciones matemadticas. La actividad consistié en analizar los
caminos que rodeaban dos jardines con forma cuadrada. A partir de la
Figura 2, tarea 1, se solicité a los estudiantes calcular el drea del camino §, el
ancho del camino 4 y la longitud de la linea central / para cada jardin y
luego formular conjeturas sobre las posibles relaciones entre estas tres
variables. Tras distribuir una hoja de trabajo, el docente inici6 la actividad
mostrando a los estudiantes una serie de representaciones gréficas de los
jardines, como punto de partida visual, y luego explicé la primera tarea,
correspondiente a la etapa de reparto de responsabilidades dentro del grupo.

Los estudiantes trabajaron en grupos de tres o cuatro integrantes para
resolver la tarea inicial, registraron los resultados en una tabla que luego
completaron de manera colectiva. Posteriormente, discutieron las posibles
relaciones entre las variables, expresadas en las igualdades:

S
S=a'15yl=;.

A partir de estas conclusiones, el docente introdujo una “tarea de salto”
para explorar la validez general de la relacién en distintos tamafios de jardin
y camino. Esta consistié en analizar un jardin cuadrado rodeado por un
camino de ancho @ y con lado de longitud p, donde § representaba el drea
del camino y / la longitud de la linea central (Figura 2, tarea 2). Los
estudiantes debieron explicar y justificar la relacién § = a - /, lo que favorecié
la generalizacién del concepto y la reflexién matemitica, junto con la
colaboracién, la mediacién docente y la construccién colectiva del
conocimiento.

Entre las conclusiones mds relevantes del estudio destaca el
reconocimiento de que las contradicciones entre los dos sistemas de
actividad analizados son profundas y, en algunos casos, estdn estrechamente
vinculadas a elementos de la cultura educativa tradicional japonesa. Estas
tensiones se manifestaron de manera particular en los componentes de
reglas y de division del trabajo. En el sistema tradicional de resolucién de
problemas, el énfasis recae en el trabajo individual, lo que relega el
intercambio de ideas con los compafieros a una etapa final de la leccién. En
contraste, el enfoque de la SLC promueve la colaboracién sostenida a lo
largo de toda la actividad, concibiendo la interaccién entre pares como un
componente central del proceso de aprendizaje.

Con relacién con los componentes de herramientas y resultados, el
estudio sefiala que las estrategias de resolucién de problemas propuestas por
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Polya fueron concebidas principalmente para contextos de trabajo
individual o bajo la supervisiéon directa del docente, sin considerar de
manera explicita la resolucién colaborativa. En contraste, el modelo de la
SLC reconoce y valora estrategias propias del trabajo colectivo, como la
“bisqueda de ayuda”y la “escucha activa”, y las integra como herramientas
mediadoras fundamentales para la resolucién conjunta de problemas y, por
ende, para el desarrollo del aprendizaje matematico.

Figura2

Representaciones graficas del problema presentadas en las hojas de trabajo

Nota. Tomado de Sekiguchi (2021)

Desde la perspectiva del objeto de la actividad, una dificultad recurrente
en la ensefianza tradicional de las matemdticas ha sido la desigualdad en los
logros de aprendizaje de los estudiantes. En este modelo, es frecuente que
los docentes pospongan la presentacién de problemas con mayor nivel de
complejidad hasta que la mayoria del grupo haya asimilado los contenidos
basicos, lo que suele ocurrir al final de la unidad. También es comun la
organizacién de la clase en grupos diferenciados segin el nivel de
desempefio, a los que se asignan a cada uno tareas acordes con su
rendimiento, de este modo, los problemas de mayor complejidad rara vez se
plantean al grupo con menores logros académicos.

En contraste, el disefio de lecciones basado en el modelo SLC redefine
el objeto de la actividad al situar la investigacién matemdtica como eje
central del aprendizaje. Para ello, el docente estructura la ensefianza a partir
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de dos tipos de tareas: tareas para compartir y tareas de salto. Este enfoque
promueve que las tareas de salto, caracterizadas por su nivel de exigencia
cognitiva, se ofrezcan a todos los estudiantes desde las etapas iniciales de
cada leccién. Lejos de constituir un obstdculo, estas tareas funcionan como
dispositivos de activacién del aprendizaje, ya que estimulan la exploracion,
la formulacién de conjeturas y el intercambio de ideas, y favorecen al mismo
tiempo la comprensién progresiva de los conocimientos basicos.

Las comparaciones entre ambos sistemas muestran cémo las
contradicciones internas, particularmente en los componentes de reglas, de
divisién del trabajo y de herramientas, reflejan tensiones histdricas propias
de la cultura educativa japonesa. Al mismo tiempo, evidencian que dichas
contradicciones pueden convertirse en motores de transformacién cuando
se reconfigura el objeto de la actividad hacia la investigacién matemadtica
colectiva, lo que confirma el valor del modelo de sistemas de actividad para
comprender cambios cualitativos en la ensenanza de las matemdticas dentro
de contextos culturales especificos.

CASO 3. Sistemas de actividad en enfoques pedagigicos apoyados por
tecnologia

El tercer estudio desplaza el andlisis hacia escenarios educativos mediados
por tecnologias digitales, lo cual amplia el alcance del modelo de sistemas
de actividad a configuraciones pedagdgicas contemporaneas. En las dltimas
décadas, la incorporacién de innovaciones tecnoldgicas en los sistemas
educativos ha propiciado la adopcién de nuevos enfoques de ensefanza,
entre los que destaca el modelo de aula invertida. Este enfoque ha adquirido
relevancia al reconfigurar los roles tradicionales del docente y del estudiante,
asi como al introducir nuevas herramientas y reglas que transforman la
organizacién de la actividad educativa.

Difundido por Jonathan Bergmann y Aaron Sams a partir de 2012, el
aula invertida se caracteriza por trasladar la instruccién directa fuera del
aula, generalmente mediante recursos digitales, y destinar el tiempo
presencial a actividades de aplicacién, resolucién de problemas e interaccién
colaborativa, lo que promueve un aprendizaje activo centrado en el
estudiante (Fredriksen et al., 2024; Esperanza et al., 2021). No obstante,
Fredriksen y Hadjerrouit (2019) desarrollaron una investigacién en el
contexto noruego en la que sefialan que la implementacién de este enfoque
en la ensefianza de las matemadticas genera tensiones cuya identificacién y
andlisis resultan fundamentales para el disefio de aulas invertidas con
mayores aportes al aprendizaje.

Partiendo del supuesto de que las actividades educativas solo pueden
comprenderse en relacién con su contexto sociocultural, el andlisis de estas
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tensiones se aborda mediante el modelo de sistemas de actividad, articulado
con el principio de contradiccién dialéctica. Este principio sostiene que las
contradicciones emergen cuando nuevas herramientas, normas o formas de
organizacién entran en tensién con componentes previamente estabilizados,
lo que les confiere un cardcter estructural e histérico, que se manifiestan
tanto al interior como entre sistemas de actividad (Engestrém, 2001).

En este marco, la investigacién examina una experiencia de aula
invertida concebida como un sistema de actividad complejo. El sujeto de la
actividad estuvo constituido por estudiantes de primer afio de ingenieria de
una universidad noruega, quienes participaron en un entorno de aprendizaje
mediado por diversas herramientas, entre ellas videos, tecnologias digitales,
cuestionarios realizados fuera del aula, libros de texto, tareas matemadticas
presenciales y otros materiales de estudio.

El objeto de la actividad se orient6 al desarrollo de habilidades
matemdticas mediante la resolucién de problemas, la modelacién de
situaciones, la realizacién de tareas obligatorias y la preparacién para
exdmenes, con énfasis en la comprensién y aplicacién de contenidos
avanzados como las series de Fourier, la transformada de Laplace, las
ecuaciones de recurrencia, las demostraciones formales, la 16gica matematica
y la optimizacién en funciones de dos variables. El resultado esperado se
concretaba en la aprobacién de las evaluaciones académicas, condicién
necesaria para la continuidad en el programa de estudios y la eventual
obtencién del titulo profesional.

Las reglas que estructuraban el sistema de actividad estuvieron
determinadas por el curriculo universitario, los criterios de evaluacién, las
politicas institucionales y otros compromisos académicos, como tareas y
exdmenes obligatorios, ademds de las restricciones temporales propias del
curso. La divisién del trabajo se configuré a partir de los roles diferenciados
del docente y de los estudiantes tanto en el aula invertida como en el
contexto universitario, lo que promovié la participacién activa del
estudiantado en dindmicas grupales y tareas colaborativas, asi como su
interaccién con la comunidad académica, integrada por compaieros de
clase, docentes y otros actores institucionales.

La recopilacién de datos incluyé la filmacién de actividades grupales,
entrevistas semiestructuradas individuales y una encuesta andnima sobre las
percepciones del estudiantado respecto al modelo de aula invertida. En una
fase inicial se revisaban los contenidos de los videos a través de una
introduccién breve e interactiva dirigida por el docente, cuya duracién
variaba segin el nivel de preparacién y las dudas planteadas.
Posteriormente, los estudiantes desarrollaban tareas vinculadas con los
contenidos trabajados, provenientes del libro de texto o disefiadas por el
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docente, las cuales podian abordar tanto contenidos previamente conocidos
como otros de mayor complejidad procedimental. El resto de la sesién se
destinaba al trabajo colaborativo en grupos, con intervenciones puntuales
del docente para ofrecer aclaraciones generales y, en algunos casos, una
breve recapitulacién final.

El anilisis permitié identificar 158 tensiones, organizadas inicialmente
en 26 categorias de contradiccién que, de acuerdo con su naturaleza
dialéctica, fueron reorganizadas en tres tipos. Las contradicciones entre lo
conceptual y lo procedimental reflejaban tensiones entre la comprensién de
los conceptos matemdticos y los procedimientos utilizados para la
resolucién de tareas. Las contradicciones entre la orientacién del profesor y
la autonomia del estudiante evidenciaban discrepancias respecto al control y
la iniciativa del proceso de aprendizaje. Finalmente, las contradicciones
entre lo individual y lo colectivo se asociaban a desequilibrios entre los
objetivos personales del estudiantado y las metas compartidas del trabajo
colaborativo en el aula.

Figura3
Diserio de investigacion que muestra el uso de la recopilacion de datos dentro y fuera del
aula

Nota. Tomado de Fredriksen y Hadjerrouit (2019)

Dentro de las contradicciones entre lo conceptual y lo procedimental se
distinguieron tres subcategorias: las dificultades del estudiantado para
abordar el aprendizaje basado en problemas y la modelacién matemitica; la
adopcién mecdnica de rutinas en el trabajo grupal sin una reflexién
conceptual que orientara el avance colectivo; y la preferencia por un
aprendizaje procedimental orientado a la evaluacién, en contraste con la
intencién docente de promover la comprensién conceptual.

Por su parte, las contradicciones entre la orientacién del profesor y la
autonomia del estudiante se organizaron en ocho subcategorias, entre las
que se incluyeron la falta de autodisciplina para el aprendizaje auténomo, la
expectativa de una ensefianza directa por parte del docente, el rechazo a
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nuevas dindmicas de trabajo grupal, la percepcién de los videos como una
carga excesiva, las objeciones al uso del tiempo de clase para la resolucién de
problemas, la baja calidad de las discusiones, las dificultades derivadas de la
falta de preparacién de algunos estudiantes y la necesidad de recuperar
contenidos durante la sesién presencial.

Finalmente, las contradicciones entre lo individual y lo colectivo
comprendieron tres subcategorias: la ausencia en el trabajo grupal debido a
ansiedad u otras razones personales, la preferencia por el trabajo individual
y la dificultad para seguir el ritmo del grupo, lo que exigia mayor tiempo
para procesar la informacién.

Sin embargo, el estudio también reconoce que no todas las tensiones
observadas podian ser interpretadas como contradicciones dialécticas.
Como sefialan Engestrom y Sannino (2011), muchos conflictos,
inconsistencias o dilemas no representan contradicciones estructurales del
sistema, sino que responden a situaciones puntuales, dilemas personales,
caracteristicas individuales o desacuerdos interpersonales, cuyas
consecuencias suelen limitarse a tensiones de corto plazo.

Desde esta distincidn, se presentan 44 tensiones adicionales organizadas
en doce subcategorias. Entre las mds recurrentes se encuentran la escasa
fluidez matemaitica de los estudiantes, los cuestionamientos sobre la utilidad
de las matemadticas en su formacién, las dificultades de comunicacién
durante clases expositivas, la limitada interaccién con el docente en videos
unidireccionales, la distraccién durante las sesiones presenciales, los
problemas para aprender mediante formatos audiovisuales, la persistencia
de conflictos en el trabajo grupal, la desalineacién entre las tareas del libro
de texto y las dindmicas del aula invertida y el uso de los videos como
herramienta de ensefianza que restringe la discusién colectiva, al promover
una légica de aprendizaje individual.

Estos resultados muestran que las contradicciones inherentes al modelo
de aula invertida, lejos de constituir obsticulos, representan oportunidades
para promover un aprendizaje matemdtico mds profundo y transformador.
Las tensiones entre lo conceptual y lo procedimental, entre la orientacién
del docente y la autonomia del estudiante, y entre lo individual y lo
colectivo, brindan un marco analitico pertinente para disefiar estrategias
pedagégicas que fortalezcan la comprensién conceptual, la colaboracién
efectiva y la autonomia del estudiantado.

La identificacién y gestiéon de estas contradicciones permite que
metodologias activas, como el aula invertida, se ajusten a las necesidades,
estilos de aprendizaje y niveles de los estudiantes, y propicien practicas
educativas mds inclusivas, flexibles y capaces de generar cambios
significativos en el aprendizaje.
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Conclusiones

El anilisis de los estudios incluidos en este articulo evidencia que el modelo
de sistemas de actividad de Engestrom proporciona un marco conceptual
consistente para abordar la complejidad de la ensefianza y el aprendizaje de
las matemiticas. Este enfoque permite considerar de manera integral cémo
los sujetos, los objetos, las herramientas, las reglas, la comunidad y la
divisién del trabajo interactdan en la actividad escolar, mostrando cémo las
mediaciones culturales y las tensiones internas condicionan la construccién
del conocimiento matemidtico y la transformacién de las préicticas
educativas.

Los casos examinados destacan la flexibilidad del modelo, que se adapta
a contextos educativos diversos y a distintos enfoques metodolégicos. Su
implementacién se pudo observar tanto en intervenciones orientadas a la
comprensién conceptual y la colaboracién entre estudiantes, como en
andlisis de dindmicas culturales de ensefianza y en entornos mediados por
tecnologias digitales, como el aula invertida. Esta capacidad de adaptacién
permite identificar patrones de interaccién, normas compartidas y objetivos
comunes, ofreciendo elementos de anilisis sobre los procesos de aprendizaje
matemdtico en distintos escenarios.

Se reconoce, sin embargo, que la revisién presenta limitaciones. Al
centrarse Unicamente en tres estudios representativos, es posible que se
hayan omitido investigaciones relevantes en otros contextos culturales,
tecnoldgicos o educativos. Asimismo, la heterogeneidad metodoldgica y los
distintos niveles educativos dificultan la generalizacién de los hallazgos, por
lo que estos deben interpretarse como indicativos de tendencias y
posibilidades mds que como conclusiones universales.

En este sentido, se recomienda que futuras investigaciones amplien el
alcance del modelo de sistemas de actividad a contextos diversos, con
especial atencién a cémo las mediaciones culturales, las interacciones y las
contradicciones pueden convertirse en oportunidades de innovacién
educativa. Asimismo, resulta pertinente explorar de manera sistemdtica
cémo la mediacién tecnoldgica y las pricticas colaborativas pueden facilitar
la resolucién de tensiones internas, lo que favorece un aprendizaje
matemdtico mds profundo, inclusivo y transformador.
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Resumen

En este estudio se analiza la comprensién de la dependencia lineal y sus
relaciones con la combinacién e independencia lineal en dos contextos: una
propuesta de ensefianza fundamentada en APOE, implementada con 32
estudiantes de ingenieria, y el tratamiento del concepto en un libro de texto
universitario. Se emplea la teoria APOE como marco tedrico-metodoldgico.
Los resultados muestran que el libro de texto introduce estas relaciones de
manera declarativa y acumulativa, presuponiendo su disponibilidad para el
estudiante, mientras que en la implementacién se observa que su construccién
no es trivial y requiere exploracién en distintas dimensiones, asi como la
consideracién de conceptos de naturaleza geométrica y algebraica, y un trabajo
progresivo con combinaciones lineales. El andlisis comparativo pone en
evidencia una desalineacién entre las hipétesis cognitivas implicitas del texto y
los procesos efectivos de construccién conceptual que se desarrollan en entornos
de ensefianza que favorecen procesos constructivos de aprendizaje. Se discuten
implicaciones para el disefio curricular y la ensefianza de conceptos centrales del
Algebra Lineal, particularmente en relacién con el tiempo y la diversidad de
trayectorias de aprendizaje.
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Abstract

In this study, we analyze the understanding of linear dependence and its
relationships with linear combinations and linear independence in two contexts:
an APOS-based instructional proposal implemented with 32 engineering
students, and the treatment of the concept in a university-level textbook. APOS
theory is used as the theoretical-methodological framework. The results show
that the textbook introduces these relationships in a declarative and cumulative
manner, presupposing their availability to students, whereas the instructional
implementation reveals that their construction is not trivial and requires
exploration across multiple dimensions, consideration of concepts of both
geometric and algebraic nature, and progressive work with linear combinations.
The comparative analysis highlights a misalignment between the implicit
cognitive assumptions of the textbook and the actual processes of conceptual
construction that emerge in teaching environments that promote constructive
learning processes. Implications for curriculum design and for the teaching of
central concepts in Linear Algebra are discussed, particularly with respect to
time and the diversity of learning trajectories.

Keywords
Linear dependence; textbooks; APOS theory; teaching experiments

Introduccién

Este articulo se enmarca en el eje Retos y Perspectivas en la Enserianza de las
Matematicas, al abordar las tensiones entre la estructura lineal y formal del
discurso en los libros de texto universitarios y la construccién no lineal del
aprendizaje por parte de los estudiantes en entornos de ensefianza
fundamentados en marcos teéricos constructivistas. Lo anterior es
especialmente relevante si se considera que en las ultimas décadas la
necesidad de reflexionar, cuestionar y cambiar los enfoques de enseflanza
dominantes en Algebra Lineal ha sido argumentada en la literatura
especializada tanto por la creciente importancia de la disciplina en la
resolucién de problemas complejos en las dreas STEM (Stewart et al,,
2022) como por las dificultades persistentes que enfrentan los estudiantes
bajo un enfoque tradicionalmente transmisivo, relacionado con un estilo
pedagégico predominantemente algoritmico o centrado en el formalismo
matemdtico (Dorier, 2000). Identificar las tensiones entre contextos,
promueve una reflexién critica sobre los supuestos a partir de los cuales se
organiza el conocimiento matemdtico en los recursos institucionales y
permite generar propuestas diddcticas mds sensibles a los procesos
constructivos del estudiante. Lo anterior se hace notable en el aprendizaje
de conceptos como la dependencia lineal, cuya comprensién no solo implica
el dominio de definiciones formales, sino la construccién progresiva de
relaciones con nociones como la combinacién y la independencia lineal. La
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forma en que estas relaciones se presentan y organizan varia
significativamente entre contextos de ensefianza, generando distintos
caminos posibles para el desarrollo del conocimiento matematico.

En este trabajo se analiza comparativamente la construccién del
aprendizaje del concepto de dependencia lineal que se promueve en un libro
de texto cldsico de Algebra Lineal (Poole, 2011) y en una propuesta de
ensefianza basada fundamentada por una teoria constructivista y cognitiva,
con el fin de identificar cémo cada contexto organiza y restringe las
relaciones entre conceptos y qué efectos tiene ello en la construccién
progresiva del conocimiento sobre la dependencia lineal. De esta manera, se
responde a la pregunta:

¢En qué difiere la construccién progresiva del aprendizaje sobre la
dependencia lineal entre un libro de texto clasico (Poole, 2011) y una
propuesta de ensefianza fundamentada en una teoria constructivista del
aprendizaje, en cuanto a los supuestos sobre cémo comprenden los
estudiantes las relaciones con la combinacién e independencia lineal?

Antecedentes

Diversos estudios muestran que el aprendizaje de conceptos abstractos se ve
favorecido cuando los estudiantes participan activamente en tareas que
demandan exploracién, argumentacién y establecimiento de relaciones,
como la resolucién de problemas de modelacién o el trabajo con secuencias
de tareas cognitivamente desafiantes (Trigueros, 2018; Wawro et al., 2022).
En contraste, se supone que el uso directo y acritico de libros de texto
tradicionales puede obstaculizar estos objetivos, al presentar el contenido
bajo una estructura lineal y acumulativa que no siempre se corresponde con
los procesos reales de aprendizaje de los estudiantes.

Elementos matemdticos
Para realizar el anilisis sefialado, se seleccioné uno de los conceptos
fundamentales en Algebra Lineal, la dependencia lineal debido a que
ademds de permitir abordar problemas complejos en disciplinas como la
Ciencia de Datos, el concepto permite identificar relaciones internas entre
vectores, detectar redundancia en conjuntos de datos y analizar la estructura
de los espacios vectoriales. Este concepto se vincula con la comprensién de
otros conceptos. Por ejemplo, en un curso introductorio de Algebra Lineal,
los estudiantes deben comprender su relacién con la combinacién e
independencia lineal y con sistemas de ecuaciones (Trigueros, 2018).

En este contexto, la combinacién lineal es un referente central para
entender cémo un conjunto de vectores genera un espacio (Turgut et al,,
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2022) y cémo un vector puede expresarse en términos de otros, lo que
resulta necesario para identificar relaciones lineales. La independencia
lineal, por su parte, permite determinar cuindo un conjunto de vectores
aporta informacién nueva o redundante, lo que adquiere relevancia en
aplicaciones como el anilisis de datos y la optimizacién de modelos(Stewart

et al., 2022).

Elementos curriculares
Es notable que, en la prictica del aula, la comprensién de las relaciones
conceptuales no siempre se logra con la profundidad esperada por los
profesores o instituciones. Esto sucede aun cuando los libros de texto, como
el de Poole (2011), establecen formalmente conexiones entre la dependencia
lineal y otros conceptos, afirman estar alineados con las recomendaciones de
recomendaciones internacionales para la ensefianza de Algebra Lineal
incluso parecen cumplir con las recomendaciones actualizadas de The
LACGS 2.0 (Stewart et al., 2022). Es posible, que la causa sea que la
construccién de la comprensién requiere tiempo, exploracién guiada y
oportunidades para la indagacion y la reflexién (Arnon et al., 2014; Stewart
et al.,, 2022), condiciones que no siempre estin presentes en el desarrollo
cotidiano de las clases. La discrepancia entre lo que se muestra en el texto y
lo que construyen los estudiantes requiere ser analizada desde una
perspectiva cognitiva, ya que involucra no sélo el contenido matematico en
si, sino también los procesos mediante los cuales los individuos construyen
su comprensién de los conceptos matemdticos y sus relaciones en entornos
de ensefianza fundamentados en teorias constructivistas del aprendizaje.
Por ejemplo, algunas investigaciones centran la atencién en las
conexiones de implicacién légica de los conceptos de los sistemas lineales
con la combinacién, dependencia e independencia lineal. Harel (2017),
reporta que algunos estudiantes interpretan erréneamente que una
combinacién lineal de vectores implica un dnico conjunto de escalares,
cuando en realidad puede haber multiples. Esta comprensién limitada
compromete su capacidad para abordar propiedades como la expresién
Unica de un vector en términos de vectores linealmente independientes.

Identificacion de intenciones y potencialidades de desarrollo cognitivo a
partir de libros de texto

Aunque en los ultimos afios ha habido un incremento en los estudios sobre
la ensefianza y el aprendizaje del Algebra Lineal, la investigacion especifica
que analiza cémo los libros de texto influyen en la comprensién y
aprendizaje de los estudiantes sigue siendo limitada. Las investigaciones, en
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este contexto, han sido analizadas como objetos culturales, aceptados por
una comunidad especializada, que promueven determinadas estructuras
mentales en los estudiantes, aunque muchas veces de manera implicita.

Betancur-Sanchez, Roa- Fuentes y Ballesteros (2021) propusieron una
forma viable de desarrollar las construcciones mentales asociadas a los
conceptos de eigenvalores y eigenvectores, basada en el andlisis de tres libros
de texto, mediante una descomposicién genética preliminar (DGp) en
términos de la teoria APOE. Entre las contribuciones destacadas se
encuentran el fortalecimiento de la comprensién conceptual del equipo
investigador, la articulacién con otras investigaciones y la identificacién de
enfoques pedagdgicos y omisiones relevantes para la ensefianza.

De forma similar, Borji y Martinez-Planell (2023) propusieron una
descomposicién genética implicita del concepto de sélido de revolucion,
basada en la seccién de un libro de célculo multivariable. A diferencia de
una DG elaborada por investigadores a partir de experiencias de ensefianza,
se infirid y explicité las construcciones mentales que el texto parece sugerir.
El anilisis se derivé de leer, resolver y reflexionar sobre los ejemplos y
ejercicios propuestos. En el estudio, se concluye que el texto asume que los
estudiantes ya han construido una comprensién de las sumas de Riemann
en el contexto unidimensional y que reconocen su relacién con las integrales
definidas, sin ofrecer apoyos explicitos para dicha construccién. Los autores
infieren una descomposicién genética implicita en el texto, que si bien
orienta ciertas construcciones mentales, no las explicita ni las desarrolla
progresivamente, lo cual puede dificultar que los estudiantes construyan
estructuras mentales mds avanzadas de este concepto.

Referentes teoricos

La teorfa APOE es una teoria cognitiva que enfatiza la construccion
individual del conocimiento matemitico mediante el andlisis de estructuras
mentales. Para ello adopta la nocién de estudiante genérico, entendida
como una representacion abstracta que refleja construcciones mentales
comunes observadas en distintos estudiantes dentro de una misma
institucién o contexto educativo mediante una Descomposicién Genética
(Trigueros, 2022).

Las estructuras mentales se caracterizan como formas particulares y
etapas en la construccién del conocimiento matemdtico de un individuo, es
decir, distintas formas de entender y organizar internamente un concepto.
Estas estructuras permiten modelar cémo una persona avanza en su
comprensién partiendo desde la ejecucién de tareas de forma mecdnica
hasta la resolucién de problemas complejos que requieren articular distintos
conceptos. El desarrollo de las estructuras no ocurre de manera espontinea,
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sino que es el producto de diferentes procesos reflexivos del individuo que
se articulan mediante los mecanismos mentales (Arnon et al., 2014).

Las estructuras mentales especificas y que le dan nombre a la teoria son:
Accién (una transformacion externa), Proceso (transformacién interna y
significativa), Objeto (base para la transformacién y el desarrollo de nuevas
construcciones) y Esquemas. Cada una de estas estructuras surge de
mecanismos mentales especificos, que permiten la construccién y
reorganizacién del conocimiento matematico.

Las relaciones dentro de un Esquema, que permiten y guian su
desarrollo, pueden clasificarse como de correspondencia, transformacién y
conservacioén. Estas relaciones describen la evolucién de la comprensién de
relaciones matemadticas desde una capacidad inicial basada en asociaciones
hasta una estructura integrada y flexible que permite el uso de conceptos de
manera fluida en diversos contextos (Martinez-Planell et al., 2024;
Trigueros, 2018; Trigueros et al., 2024).

Una relacién de correspondencia (C) se establece cuando el individuo
emplea comparaciones entre estructuras, identificando similitudes y
diferencias, y se evidencia cuando un individuo reconoce la asociacién entre
dos o mds estructuras sin necesariamente justificarla o comprenderla en
profundidad. Este tipo de relacién suele manifestarse en las primeras etapas
de comprensién matemdtica (Martinez-Planell et al., 2024), se distinguen
particularmente las siguientes. Una relacion de transformacion (T) se
desarrolla cuando un individuo reconoce que modificaciones en un
componente del Esquema inducen cambios en otros y es capaz de
identificar estructuras interrelacionadas. Esto se observa cuando un
estudiante justifica la conexién entre distintos conceptos dentro del
Esquema, estableciendo argumentos que explican sus interacciones y
consecuencias(Martinez-Planell et al., 2024). Una relacion de conservacion
(E) se manifiesta cuando un individuo utiliza estructuras de manera
consistente en distintas situaciones problemdticas, aplicando principios de
forma intercambiable y mostrando conciencia de las limitaciones o
condiciones de validez de un concepto(Martinez-Planell et al., 2024).

Se distinguen tres etapas en el desarrollo de los esquemas: intra
(predominan relaciones de correspondencia y Acciones y Procesos aislados),
inter (relaciones de transformacién y Procesos que se vinculan con otros
conceptos) y trans (relaciones de conservacién y Objetos de los conceptos).

Metodologia
La investigacion se desarrollé mediante una adaptacién del ciclo de
APOE(Arnon et al., 2014) , planteando tres etapas: (1) Andlisis tedrico (2)

disefio e implementacién del experimento de ensefianza exploratorio y (3)
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andlisis comparativo de la comprensién de conexiones conceptuales que el
libro asume y del desarrollo de los estudiantes bajo una ensefianza basada
en APOE.

La implementacién de la ensefianza fue realizada por uno de los autores
en un curso introductorio de Algebra Lineal, con 32 estudiantes de primer
afio de ingenieria civil, durante dos semanas (diez horas), distribuidos en 8
equipos. La intervencién se diseié en concordancia con el ciclo de
investigacién de APOE, en el que se propone que se promuevan las
estructuras mentales descritas en una descomposicién genética, alineado
con investigaciones recientes (Arnon et al., 2014; Trigueros, 2018; Turgut
et al., 2022; Wawro et al., 2022) y recomendaciones curriculares (Stewart
et al., 2022), en el sentido de que se promueve la construccion, discusion y
validacién de hipétesis en entornos colaborativos mediados por GeoGebra.

La participacién de los estudiantes fue voluntaria y se conté con su
consentimiento informado para el uso de sus producciones con fines de
investigacién. Se garantizé la confidencialidad y la anonimizacién de los
datos mediante el uso de seudénimos para identificar a los equipos y
participantes, evitando cualquier referencia que permitiera su identificacién
personal o institucional.

Dado que, al igual que Borji y Martinez-Planell (2023), se presupone
que el libro demanda ciertas concepciones para su comprensién, aunque no
se expliciten ni se desarrollen progresivamente, la comparacién se realiza
con producciones estudiantiles que permiten hacer explicitas dichas
estructuras. Por ello, se seleccionaron las producciones de dos equipos,
Equipo 1 y Equipo 2, que mostraron mayor comprensién conceptual, ya
que estas aproximan el tipo de sujeto genérico implicitamente asumido por
el texto y permiten contrastar qué relaciones conceptuales son construidas y
cémo se construyen bajo una ensefianza basada en APOE.

Andlisis tedrico
El anilisis teérico del Esquema de Dependencia Lineal se desarroll6
mediante un andlisis documental: basado en el andlisis de libros de texto
(Lay et al., 2022; Poole, 2011), investigaciones previas sobre Esquemas
(Trigueros, 2018) e investigaciones de naturaleza histérica sobre el concepto
(Dorier, 2000) y descomposiciones genéticas APO previas relacionadas con
el concepto.

En su versién sintética la Descomposicién genética (DG) establece que
El nivel intra-Esquema se manifiesta cuando un sujeto reconoce que cierto
tipo de problemas, que pueden demandar concepciones previas sobre
conceptos de distinta naturaleza como: la regla del paralelogramo,
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combinaciones lineales, sistemas de ecuaciones lineales, pueden involucrar
simultaneamente a la dependencia lineal sobre conjuntos como R%, R3y R”.

Mientras que en la etapa inter, las estructuras mentales de dependencia
lineal permiten describir propiedades de conjuntos de R?, R3 ... R" lineal-
mente dependientes como Objetos. Se construyen las concepciones de
dependencia lineal sobre otros conjuntos. Se construyen estructuras
mentales que permiten la manipulacién de los conjuntos para la
construccién y deconstruccién de nuevos conjuntos LD o LI. Se comienzan
a construir Procesos y Objetos que permiten relacionar la dependencia
lineal con conceptos, sistemas de ecuaciones lineales, matrices,
transformaciones lineales, principalmente mediante relaciones de
transformacién y correspondencia.

Finalmente, la etapa trans, se caracteriza por el desarrollo de los Procesos
y Objetos que permiten concebir las propiedades de los conjuntos
linealmente dependientes, independientemente de los elementos y
caracteristicas del conjunto sobre el que se opera. Esta etapa involucra el
desarrollo principalmente de relaciones de conservacién y se evidencia por
la estabilidad y coherencia en la resolucién de los problemas en los que se
involucra la dependencia lineal, lo cual demanda, por ejemplo, la abstraccién
de las propiedades del espacio vectorial 7 sobre el campo F.

Andlisis del libro de texto

La busqueda de informacién en el libro de Poole (2011) se realizé en
Atlas.ti mediante una consulta sistemdtica de las frases dependencia lineal,
linealmente dependiente y linealmente dependientes. Este procedimiento arrojé
un total de 99 resultados distribuidos en el libro. En la seccién introductoria
de dependencia lineal (en el capitulo 2, pp. 99-104 , se generaron 13 citas
que involucraban a la dependencia lineal con combinacién e independencia
lineal. Estas citas fueron posteriormente discutidas y analizadas con el
propésito de identificar qué tipo de relaciones matemidticas demanda el
tratamiento introductorio de la dependencia lineal. De esas citas se
identificaron cinco relaciones (no mutuamente excluyentes entre citas) entre
componentes del Esquema diferentes, entre las cuales cinco citas fueron
codificadas con la relaciéon C3-CL-DL y cinco para T4-CL-DL
(disponible en bit.ly/libroEsquema)

Por ejemplo, 1a cita “El vector w depende de u y v en el sentido de que es
una combinacién lineal de ellos. Se dice que un conjunto de vectores es
linealmente dependiente si uno de ellos puede escribirse como una
combinacién lineal de los otros” (Poole, 2011, p.98) se asocié con la relacién
de correspondencia C3-CL-DL relacionada con la capacidad de los
estudiantes para observar que algunos vectores pueden escribirse en
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términos de otros, pero ain no han construido una nocién formal de
dependencia lineal ni pueden operar sobre estos conceptos.

Por otra parte, la cita “Un conjunto de vectores wvi, v, ... , v es
linealmente dependiente si existen escalares c1, ¢, ... , &, al menos uno de
los cuales no es cero, tales que c1v1 + vz + ... + gur= 07 (Poole, 2011, p.99)
se asoci6 con la relacién T4-CL-DL en la cual los estudiantes dejan de
percibir la combinacién lineal solo como una operacién aritmética y
comienzan a entenderla como un criterio estructural para determinar
dependencia lineal. Esto puede manifestarse a través de explicaciones
geométricas, exploracién numérica, razonamientos verbales o uso de
GeoGebra, sin necesidad de una prueba formal. El estudiante ya no solo
reconoce combinaciones, sino que justifica por qué ciertos vectores pueden
0 no expresarse en términos de otros.

Diserio e Implementacion del Experimento de Enserianza Exploratorio

A vpartir de la descomposiciéon genética para el Esquema de dependencia
lineal, se diseié una secuencia de 10 actividades orientadas a la exploracién,
formulacién de conjeturas y argumentacién, seis relacionadas con los
sistemas lineales y cuatro con combinacién e independencia lineales. Las
actividades se disefiaron con el objetivo de favorecer la construccién de
relaciones entre componentes del Esquema, y se puso especial atencién al
uso de GeoGebra como medio para promover la abstraccién reflexiva
mediante la generacién de conjeturas, asi como el uso de contextos no
matemadticos por su valor formativo y a la atencién a las producciones de
notacién de los estudiantes. Para propésitos de este estudio, se limitard a las
tltimas cuatro (disponibles en bit.ly/actividadesDL). En la siguiente tabla
se presenta la descripcién de las actividades y los supuestos tedricos en los
que se fundamenta:

Tabla 1

Descripcion de las actividades

Supuestos tedricos sobre relaciones

Cédigo Descripcién
3 P promovidas
Se plantea un contexto de disefio grafico en el
que un cliente solicita la construccién de una
paleta de cinco colores obtenidos C3-CL-DL: Los estudiantes observan que

exclusivamente a partir de intensidades bajas  algunos vectores pueden escribirse en términos
F4A1 de rojo y azul. El applet en GeoGebra permite de otros, al generar distintas tonalidades como
visualizar que cualquier punto del cuadrado combinaciones del rojo y el azul. Sin embargo,
unitario, asociado a una tonalidad, puede no han construido ain una nocién formal de
obtenerse como combinacién del rojo y el azul, dependencia lineal
evidenciando la dependencia lineal del

conjunto formado por esos tres colores.
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Tabla 1 (continta)
Descripcion de las actividades

Codigo

E4A2

E4A3

E4A4

Descripcién

Se estudia la dependencia e independencia
lineal a partir de la nocién de combinacién
lineal de vectores, introducida formalmente
mediante su definicién algebraica y el criterio
de dependencia como la posibilidad de
expresar un vector como combinacién de los
demis. El trabajo se apoya en un applet
dindmico en GeoGebra, en el que se
representan conjuntos de vectores en el plano.
Tal como esta disefiado, el applet privilegia un
caso particular de dependencia lineal, en el que
los vectores se relacionan por proporcionalidad
escalar.

Se apoya en un applet dindmico en GeoGebra
que permite explorar combinaciones lineales
entre tres vectores u, vy w, habilitando la
seleccién de cudl de ellos actda como vector
resultante de la combinacién de los otros dos.
La tarea enfatiza que la dependencia lineal es
una propiedad del conjunto y que no basta
verificar que un vector particular no pueda
escribirse como combinacién de los otros para
concluir independencia lineal.

Se disefia como un puente hacia el espacio
tridimensional, introduciendo la dependencia
e independencia lineal a través de un contexto
funcional de mezcla de suplementos
nutricionales. La segunda parte abandona el
contexto y se centra en la construccién de
conjuntos de vectores en el espacio
tridimensional. A partir de vectores dados, se
solicita formar conjuntos y justificar algebraica
y geométricamente su carcter dependiente o

independiente.

Supuestos tedricos sobre relaciones
promovidas

C3-CL-DL: Los estudiantes reconocen que
ciertos vectores pueden expresarse en términos
de otros a partir de la proporcionalidad escalar
y la colinealidad. No obstante, no han
construido una nocién formal de dependencia
lineal ni pueden operar sobre el criterio de
manera general, limitindose a identificar casos
particulares.

T4-CL-DL: Esto se manifiesta mediante
explicaciones geométricas, y exploracién con
GeoGebra, donde ya no solo reconocen
combinaciones, sino que justifican por qué
ciertos vectores pueden o no expresarse en
términos de otros, sin necesidad de una prueba
formal.

T4-CL-DL En esta parte, los estudiantes
comienzan a concebir la dependencia y la
independencia lineal como propiedades del
conjunto, y justifican estructuralmente su
relacién a través del criterio de combinacién
lineal.

En la Actividad E4A1, la dependencia lineal se introdujo a partir del
contexto del modelo RGB. Para ello, los estudiantes habian trabajado
previamente en un entorno bidimensional, donde los colores rojo y azul
estaban representados por los vectores (1,0) y (0,1), respectivamente (Figura
3). En este entorno, se visualizaban las posibles combinaciones de estos

colores como puntos del plano.
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Figural
Vista del Gradiente formado por el color rojo y azul en el plano

Sobre esta base, se planteé la siguiente situacion:

“Un cliente desea que el color resultante en el centro del logo sea (R, G,
B) = (0.8,0,0.54). Determine: (a) si es posible generar dicho color como
combinacién de los colores base utilizados; (b) si los colores base son
suficientemente variados como para responder a futuras solicitudes del
cliente; y (c) un modelo vectorial que relacione las intensidades de rojo,
verde y azul con el color resultante, expresado como un vector u.” Este
razonamiento se vincula directamente con un método informal de definir la
dependencia lineal. Por ejemplo, la produccién del Equipo 1 se asocié con la
relacién C3-CL-DL por la posibilidad de los estudiantes de identificar que

un color podia escribir en términos de otros (a partir de su forma vectorial).

Figura2
Respuesta a primera parte de la Actividad E4-A1

Resultados
Los resultados se centran particularmente en las relaciones C3-CL-DL y
T4-CL-DL, ya que ambas constituyen el nucleo del tratamiento
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introductorio de la dependencia lineal en el libro de texto y, al mismo
tiempo, el eje de disefio de las actividades de la E4A1 a la E4A4.

El andlisis del texto de Poole (2011) muestra que la relacién C3 se
demanda de manera temprana y reiterada, principalmente a través de
definiciones y ejemplos en los que se asume que el estudiante puede
reconocer que un vector puede escribirse como combinacién de otros. Sin
embargo, esta demanda aparece formulada de manera declarativa y
algebraica, sin un trabajo explicito que permita al estudiante construir dicha
relacién en lo grifico y en diferentes dimensiones.

Por ejemplo, aunque el Equipo 1 no tuvo problema en la resolucién de la
actividad E4A1, la interpretacién de la dependencia lineal en el plano
resulté compleja. En particular, al inicio los estudiantes tuvieron dificultades
para identificar los componentes grificos de la descomposicién de algin
vector en funcién de los otros, el profesor tuvo que intervenir para discutir
la interpretacién geométrica de la multiplicacién por escalar y la suma
vectorial, mediante la regla del paralelogramo. Aunque finalmente,
pudieron, por ejemplo, expresar un vector como combinacién lineal de los
otros, concluyeron que el conjunto era linealmente independiente. Este
trabajo se asocia con la relacién C3-CL-DL, en la cual los estudiantes
pueden identificar un vinculo entre la combinacién y la dependencia
lineales, pero no siempre se concluye de manera adecuada.

Figura3
Produccion de uno de los integrantes del Equipo 1

De forma analoga, la relacién T4-CL-DL es introducida en el texto
como un criterio ya disponible, particularmente mediante la ecuacién
homogénea y el uso de escalares no triviales, sin que se desarrollen
progresivamente las transformaciones entre las estructuras mentales
necesarias para pasar de una interpretacién aritmética de la combinacién
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lineal a una comprensién estructural de la dependencia lineal como
propiedad del conjunto. En contraste, las actividades disefiadas bajo el
enfoque APOE muestran que la construccién de estas relaciones no es
trivial: requiere explorar combinaciones lineales en diferentes dimensiones,
coordinar representaciones geométricas (como la regla del paralelogramo en
R2 y en R3), articular contextos no matematicos y justificar més alld de la
inspeccién algebraica.

Por ejemplo, si bien ambos equipos lograron comprender la dependencia
lineal en R?, el cambio a R3 no fue trivial, en particular durante las discu-
siones con los equipos, ambos mostraron dificultades para extender la
nocién de dependencia lineal al espacio, aun asi, en la cuarta sesion,
lograron construir conjuntos LD, tal y como se muestra en la siguiente
imagen:

Figura 4
Captura de pantalla presentada por el Equipo 2 para justificar por que el conjunto
{u, v,w} que propusieron era LD

Discusiones y conclusién

Los resultados de este estudio permiten matizar la discusién sobre el papel
de los libros de texto en la ensefianza del Algebra Lineal. El andlisis no
sugiere que el texto de Poole (2011) sea conceptualmente incorrecto o
didicticamente cuestionable, sino que su tratamiento de la dependencia
lineal responde a una légica expositiva que presupone ciertas construcciones
mentales previas en el estudiante. En particular, las relaciones C3-CL-DL y
T4-CL-DL aparecen de manera temprana y coherente desde el punto de
vista matemdtico, articuladas mediante definiciones, ejemplos y criterios
formales ampliamente aceptados en la comunidad.
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Sin embargo, el andlisis comparativo muestra que dichas relaciones, aun
cuando estin correctamente formuladas en el texto, no necesariamente
estin disponibles para los estudiantes al momento en que se les demanda.
Las producciones estudiantiles evidencian que reconocer que un vector
puede escribirse como combinacién de otros (C3) y concebir la
combinacién lineal como un criterio estructural para determinar
dependencia (T4) requiere un trabajo cognitivo que no es inmediato. Este
trabajo incluye interpretaciones geométricas y algebraicas, la exploracién en
distintas dimensiones, mediante la reconstruccién progresiva de las
concepciones iniciales, aspectos que el libro no desarrolla explicitamente
porque no forman parte de su propésito principal. Esta presuposicién
coincide con lo reportado por Borji y Martinez-Planell (2023), quienes
muestran que los textos orientan sobre la construccién de ciertas
construcciones mentales, pero no las desarrollan progresivamente ni ofrecen
apoyos explicitos para su emergencia.

Desde esta perspectiva, el desfase observado no debe interpretarse como
una deficiencia del texto, sino como una diferencia entre la ldgica
matemdtica en la presentacién del contenido y los procesos cognitivos
mediante los cuales los estudiantes construyen su comprensién. Mientras el
libro organiza el concepto de dependencia lineal de forma lineal y
acumulativa, los Esquemas suelen ser mds diversos y sensibles al contexto de
exploracién, particularmente cuando se transita del plano al espacio
tridimensional o cuando se requiere justificar mds alld de la inspeccién
algebraica.

Estos hallazgos son consistentes con investigaciones previas que sefialan
que la comprensién de conceptos abstractos en Algebra Lineal se beneficia
de entornos de ensefianza que hagan explicitas las relaciones entre los
conceptos y otorguen tiempo para su construccién (Trigueros, 2018; Wawro
et al., 2022). En este sentido, el valor del libro de texto no se cuestiona, sino
que se comprende como un recurso que requiere mediacién didéctica para
que las relaciones que presenta puedan ser efectivamente construidas por los
estudiantes.

En conclusién, este estudio sugiere que la ensefianza de la dependencia
lineal se fortalece cuando el uso de libros de texto se articula con propuestas
didicticas que reconozcan explicitamente la complejidad cognitiva de las
relaciones que estructuran el concepto.
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