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Resumen

En este trabajo se analizan los niveles de Van Hiele que presentaron 14
estudiantes del méster de investigacién en Didéctica de las Matemiticas de la
Universidad de Granada, Espafia. Durante el estudio se realizé una tarea con
mosaicos geométricos creados mediante transformaciones de un elemento
generador. La finalidad de esta tarea fue proporcionar a los participantes
herramientas para el desarrollo de competencias matemadticas que se relacionan
con la geometria, el dibujo y los elementos artisticos. Se utilizé una propuesta
del modelo de Van Hiele aplicada exclusivamente a las isometrias planas. Los
resultados mostraron que la tarea favorecié que tres sujetos manifestaran
caracteristicas propias del Nivel 4, asociadas con la categoria de visién global de
las isometrias. El resto de los participantes manifesté caracteristicas propias de
los niveles 1,2 y 3, que se asocian con el reconocimiento estitico y dindmico de
las figuras, con el descubrimiento experimental de nuevos elementos
geométricos y con la deduccion, definicién y descomposicién de las isometrias,
respectivamente.
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Abstract

This paper analyses the Van Hiele levels presented by 14 students of the Master
degree research in Mathematics Education at University of Granada, Spain.
During the study a task was carried out with geometric mosaics created by
transformations of a generating element. The purpose of this task was to
instruct the students providing them with tools for the development of
mathematical competences related to geometry, drawing and artistic elements.
A proposal of the Van Hiele model applied to planar isometries exclusively was
used. The results shown that the task favoured that three students to manifest
characteristics of level 4 associated with the category of global insight of
isometries. The rest of participants manifested characteristics of levels 1, 2 and
3, which are associated with the static and dynamic recognition of figures, with
the experimental discovery of new geometric elements and with deduction,
definition and decomposition of isometries, respectively.

Keywords
Prospective teachers, geometric reasoning, isometries, tessellations

Introducciéon

Hace veinticinco afios que en los principios y estindares del National
Council of Teachers of Mathematics (2000) se establecieron programas de
capacitacién en todos los niveles educativos, que abarcan la visualizacién
espacial, el razonamiento geométrico, la aplicacién de transformaciones
geométricas, el uso de simetrias y la modelizacién geométrica. Su finalidad
es que los alumnos desarrollen autonomia propia para analizar situaciones
matemadticas y resolver problemas de la vida real. Esto no solo deberia
quedar circunscrito a la educacién bésica obligatoria, sino que podria
extenderse hacia los programas universitarios, incluso hasta los estudios de
posgrado, especialmente en aquellos que estin relacionados con la
formacién de futuros docentes o con la investigacién en didictica de las
matemadticas. Para conseguirlo, es necesario proponer tareas que conduzcan
al desarrollo y anilisis de habilidades que proporcionan un mayor
significado a los objetos geométricos en el estudiantado de nivel superior,
enmarcadas en un modelo educativo orientado hacia las nuevas directrices
curriculares actuales del sentido espacial.

Fernindez (2013) ha resaltado la importancia de la relacién que existe
entre la visualizacién espacial y el aprendizaje de la geometria. En la
visualizacién espacial, las figuras, formas e imagenes juegan un papel muy
importante en los procesos para manipularlas en el plano o en el espacio, y
en la habilidad para crearlas, imaginarlas y procesarlas. En términos
generales, la visualizacién espacial puede ser considerada como un proceso
de construccién de imdgenes mentales o fisicas, asociadas a conceptos u
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objetos, con el fin de conducir a los sujetos hacia la comprensién de las
matemdticas empleadas en su aprendizaje. Como un ejemplo, la rotacién de
imdgenes mentales y su perspectiva, asi como las transformaciones
relacionadas con las simetrias, permiten crear conexiones entre la capacidad
espacial y el pensamiento geométrico.

Diversos autores han demostrado que es posible despertar el interés en
el aprendizaje mediante el uso y aplicacién de recubrimientos en el plano,
como ocurre al estudiar la obra grafica del artista M. C. Escher, o al analizar
los mosaicos geométricos decorativos que se encuentran en los palacios
arabes de tipo isldmico-nazaries (Lyublinskaya & Cabral, 2023; Morales &
Rubio, 2020; Mutlu, 2025). El enfoque didictico que propusieron estos
autores resulta pertinente para la formacién de futuros docentes como a
profesores que se encuentran en servicio y para ensefiar los movimientos y
transformaciones en el plano durante las pricticas educativas. Ademds,
permite desarrollar las competencias matemdticas asociadas con la
geometria y el conocimiento tedrico, como pueden ser: los conceptos
geométricos, crear conexiones matemdticas con elementos artisticos y
despertar el interés en otras culturas. Para ello, se pueden disefiar tareas con
potencial para indagar sobre el razonamiento geométrico que se espera
obtener por parte de los docentes que se encuentra en etapa inicial de
formacién.

Las tareas como fundamentos para el aprendizaje pueden ser resueltas,
transformadas y modificadas desde una perspectiva cognitiva, cultural o
préctica, incluso pueden ser disefiadas con aspectos multidisciplinarios para
contribuir al incremento de la motivacién y el aprendizaje significativo al
abordar aspectos cientificos, artisticos y culturales. En este sentido, se
consideré de interés caracterizar una tarea que fue aplicada durante un
estudio piloto con 14 estudiantes del master de investigacién en Didictica
de las Matemadticas que se imparte en la Universidad de Granada, Espafia.
La finalidad de esta tarea fue instruir al estudiantado proporciondndoles
herramientas para el desarrollo de competencias matemdticas que se
relacionan con la geometria, el dibujo y los elementos artisticos.

Marco teérico

El modelo de Van Hiele (1986) ha sido hasta ahora uno de los mds
estudiados en los programas de formacién de profesorado y en la
investigacién en Didéctica de la Matemitica. En este modelo se establece
que el razonamiento geométrico de una persona puede incrementarse
paulatinamente al superar cada uno de los cinco niveles de aprendizaje que
lo constituyen, desde el Nivel 1 (visualizacién) hasta el Nivel 5 (rigor). El
Nivel 5, en principio, solamente puede ser alcanzado por especialistas en
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matemdticas. No obstante, estudios recientes han propuesto nuevas metodo-
logias para que pueda ser alcanzado por quienes hayan superado el Nivel 4
(Arnal-Bailera & Manero, 2024).

El modelo de Van Hiele es aplicable en diversas practicas educativas. En
los dltimos afos se ha utilizado para conocer el razonamiento geométrico
del profesorado en formacién (Ovez & Ozdemir, 2024), para medir el
conocimiento geométrico que necesitan sobre la ensefianza de las
propiedades y caracteristicas de las formas y figuras (Y1i et al., 2022), para
conocer su capacidad en las demostraciones geométricas (Arnal-Bailera &
Manero, 2021), para entender y describir el concepto de similitud de las
formas en el dmbito de la geometria Euclidiana (Mbatha & Bansilal, 2023)
e, incluso, para aplicar métodos sofisticados que permiten conocer la
respuesta cognitiva de un sujeto mediante el seguimiento ocular (Ghorbani
et al., 2024). Sin embargo, no es un modelo que se haya utilizado
especificamente en la geometria de las transformaciones, las cuales
desempefian un papel relevante en las habilidades que un sujeto necesita
para formar imédgenes mentales, transformarlas y manipularlas en su mente.
Por ejemplo, con las simetrias rotatorias se pueden desarrollar habilidades
de visualizacién y orientacién espacial.

Para los propésitos de este estudio se utilizé una propuesta que permite
aplicar el modelo de Van Hiele particularmente a las isometrias en el plano
(Jaime & Gutiérrez, 1989). En dicha propuesta (traducida del documento
original en inglés para facilitar la lectura e ilustrar este trabajo) se
consideraron unicamente cuatro niveles, jerarquizados de la siguiente
manera:

Nivel 1
a) ldentificacién visual de traslaciones, rotaciones y simetrias estdticas
b) Reconocimiento estético. Identificacién de figuras isométricas
¢) Reconocimiento dindmico (movimiento realizado automdticamente)

Nivel 2

a) Descubrimiento experimental de elementos /propiedades de isometrias

Nivel 3
a) Deduccién experimental de relaciones y propiedades de las isometrias
b) Justificacion de propiedades y relaciones ya conocidas
¢) Definicién formal de traslacién, rotacién y simetria
d) Descomposicién de isometrias
Nivel 4
a) Visién global de las isometrias planas
b) Demostracion formal de sus propiedades
c) En la estructura grupal se toma en cuenta las relaciones existentes entre
las isometrias que son generalizadas
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Los autores de esta propuesta realizaron estudios con alumnado de
educacién primaria y con futuros maestros. Utilizaron diferentes figuras
representativas y plantearon diversas actividades que conducen a la
superacién de cada uno de los cuatro niveles. Para superar el Nivel 4, por
ejemplo, propusieron que se requiere un dominio en el concepto de
estructura grupal de las isometrias, asi como la comprensién y aplicacién del
teorema de clasificacién de las isometrias planas, el cual establece que cada
isometria es equivalente a un producto de tres o mds isometrias, y el
reconocimiento de movimientos equivalentes, descomposiciones y
productos.

Metodologia

En este estudio piloto, la metodologia empleada para el analisis de los datos
es de tipo exploratorio-cualitativo y de cardcter descriptivo, ya que se
especifican las caracteristicas de los objetos analizados (Hernindez &
Mendoza, 2023). Se caracterizaron los niveles de Van Hiele en un grupo de
14 estudiantes del master de investigacién en Didédctica de las Matematicas
de la Universidad de Granada, Espafia, que cursaban la asignatura Didactica
de la geometria. El grupo era heterogéneo, incluyendo profesorado en activo
de primaria, secundaria y universidad, asi como recientes egresados/as de los
grados de Matemiticas y de Educacién Primaria. El instrumento de andlisis
fue una tarea en la que se abord6 la geometria de las transformaciones,
centrada en las habilidades de un sujeto para desarrollar el pensamiento
légico y el sentido espacial. Las transformaciones o isometrias se refieren a
los movimientos o cambios de posicién en el plano de una forma o figura
geométrica sin que se alteren sus propiedades, entre las mds comunes se
encuentran: traslacién, rotacién, reflexién y reflexién deslizada, las cuales se
mostraron previamente a los estudiantes con el fin de homogeneizar los
conocimientos necesarios para resolver las actividades de manera individual.
La tarea estuvo compuesta de tres ejercicios que se describen a
continuacién:

Ejercicio 1. Se compone de dos actividades. a) Elaborar dos mosaicos
distintos de 4 x 4 unidades partiendo de una tesela de 5 x 5 cm, como la que
se indica en la Figura 1 4). Para elaborar los mosaicos se permiti6 aplicar las
transformaciones que se consideraran necesarias. Si la actividad se hacia de
manera manual debido a la falta de familiaridad con herramientas digitales,
podian utilizar instrumentos geométricos y materiales artisticos. Si el
trabajo se hacfa de manera digital, se podia utilizar cualquier software de
eleccién libre. La entrega de todos los trabajos fue en formato fisico, en una
cartulina tamafio A4 tanto para los digitales que fueron impresos como para
los que fueron realizados manualmente. 4) Entregar un escrito, en el que se
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justificaran, con argumentos geométricos, las isometrias empleadas en sus
disefios y las diferencias entre los dos mosaicos presentados. Estas
actividades fueron concluidas fuera del aula, ya que los trabajos manuales
requerian mds tiempo del que podia proporcionarse en una sola clase.

Ejercicio 2. Consiste en sefialar e identificar el elemento generador y los
movimientos utilizados en tres mosaicos distintos, como se indica en la
Figura 1 4). Los mosaicos podian ser intervenidos manualmente con
rotuladores o boligrafos. Para este ejercicio se dedicaron 30 minutos y fue
realizado durante la clase.

Ejercicio 3. Consiste en hacer un anilisis geométrico de un mosaico y
responder por escrito las cinco acciones establecidas, como identificar las
figuras geométricas mediante una letra, identificar una isometria y resaltarla
con un boligrafo o rotulador, indicando las partes que la componen,
describir sus propiedades, identificar varias isometrias en conjunto distintas
a la anterior, y encontrar la tesela generadora del mosaico propuesto, como
se indican en la Figura 1 ¢). Para este ejercicio se dedicaron dos horas y se
realiz6 durante la clase.

Figural

Tarea diseriada para evaluar el razonamiento geométrico

En el analisis del primer ejercicio se tomaron en cuenta las capacidades
de destrezas y la predisposicién para comunicar resultados matematicos por
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escrito. En el segundo y tercer ejercicio, se consideré la capacidad de
comprension y andlisis al responder a cada una de las acciones establecidas.

Las categorias que se establecieron en cada nivel de Van Hiele para
analizar las respuestas de esta tarea se desglosan de la siguiente manera:

Cla. Identificé el elemento generador y movimientos de teselas, centro de

giro, vector, ejes...

C1b. Sefiald y definié las figuras geométricas, incluidos los poligonos y los

poligonos estrellados.

Clec. Sefial6 los movimientos de las teselas en los mosaicos.

C2a. Construyé dos mosaicos distintos y comprendié las formas nuevas

generadas y las propiedades.

C3a. Dibujé/intent6 con recortables para ubicar/sefialar varios

movimientos.

C3b. Justificé las diferencias de los mosaicos con argumentos geométricos y

matematicos.

C3c. Definié/explicé adecuadamente las isometrias sefialadas con lenguaje

técnico, no coloquial.

C3d. Indico las partes de la isometria (centro de giro, dngulo, ejes de

simetria, vectores).

C4a. Indicé distintas isometrias a la vez, con su centro de giro, dngulo, ejes

de simetria, vectores.

C4b. Demostré las distintas isometrias encontradas en mosaico.

C4c. Describio6 las relaciones entre las distintas isometrias sefialadas en el

mosaico.

No se categorizé el Nivel 5 porque no se esperaban respuestas
correspondientes a demostraciones formales. Las categorias Cla, Clb y
Clc estin asociadas con el Nivel 1, que es el reconocimiento de figuras
estdticas y dindmicas. La categoria C2a, se asocia con el Nivel 2, que es el
descubrimiento experimental de nuevas formas geométricas mediante la
préactica manual o digital de las isometrias en el plano. Las categorias C3a,
C3b, C3c y C3d estin asociadas con el Nivel 3, en el que se exigen
deducciones, definiciones y justificaciones de las propiedades de las
isometrias, asi como su descomposicién para describir las partes que las
constituyen. Por ultimo, las categorias C4a, C4b y C4c se asocian con el
Nivel 4, que corresponde a la visién global de las isometrias planas en
conjunto y a la demostracién formal de sus propiedades.

Resultados

En la Tabla 1 se muestra la manifestacién de las categorias de cada sujeto
considerando como unidad de andlisis las respuestas completas de los tres
ejercicios. La ubicacién de las categorias estd asociada con cada uno de los
cuatro niveles de Van Hiele descritos en el marco teérico.
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Tabla 1

Niwveles de Van Hiele manifestado por los sujetos en cada categoria

N1 N2 N3 N4

Sujeto  Cla Ci1b Clc C2a C3a C3b C3c C3d C4a C4b Céc

S1 o o o o o

S2 o o o o o

S3 o o o o o o
S4 o o o o o o o o o
S5 o o o o o o

S6 o o o

S7 o o o o o o o o o
S8 o o o o

S9 o o o o o

510 o o o o o o

S11 o o o

S12 o o o o o o o
S13 o o o o o o o o o o
S14 o o

Para el Ejercicio 1, cada estudiante elaboré dos mosaicos. Se presentd un
total de 28 disefios, de los cuales 16 se realizaron con software libre y 12 se
hicieron de forma manual. De los 28 disefios, 21 fueron coloreados y 7
presentaron Unicamente las lineas de trazo, lo cual no resta valor a la
destreza puesta en juego. Se observé que dos mosaicos entregados fueron
construidos con base en teselas recortadas en papel; esto permitié que se
convirtieran en un material manipulativo. En la Figura 2 a) se muestran tres
mosaicos realizados digitalmente y tres mosaicos realizados de forma
manual. En ambos casos se observan diferentes movimientos y nuevas
formas geométricas que fueron creadas con un mismo elemento generador.

En la fase de anilisis, todos los sujetos experimentaron las isometrias y
el descubrimiento de nuevos elementos interfigurales como resultado de la
elaboracién de dos mosaicos. Esto se ve reflejado en la columna de la
categoria C2a, lo que indica que todos superaron el Nivel 2. Se observé que
Unicamente cuatro sujetos utilizaron recortables o dibujos para identificar
los movimientos (C3a) y que siete sujetos manifestaron dificultades para
definir y justificar los conceptos y propiedades que diferencian las
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isometrias (C3b). Esto puede deberse a que no redactaron adecuadamente
la explicacién que corresponde a las definiciones de traslacién, rotacién y
simetrias. También fue notorio que seis sujetos utilizaron un lenguaje
demasiado coloquial en su forma de expresar las definiciones, como se ve
reflejado en la columna C3c.

En el Ejercicio 2 se observé que, al identificar visualmente las
transformaciones, once de los sujetos proporcionaron respuestas sefialando
el movimiento y los dngulos de giro como se aprecia en la columna Cla.
Por su parte, tres de ellos proporcionaron respuestas sin hacer ninguna
anotacién y solo tres mostraron dificultad para visualizarlas. El
reconocimiento de los movimientos (movimiento dindmico) fue conseguido
por doce sujetos, de los cuales solo dos explicaron el concepto de vectores y
movimientos (Clc). En la Figura 2 b) se muestra un ejemplo de las
respuestas proporcionadas.

En el Ejercicio 3 se observé que seis sujetos tuvieron dificultades para
identificar visualmente los elementos geométricos en el mosaico, por
ejemplo, confundieron un rombo con un cuadrado, un cuadrado con un
hexdgono, o un poligono estrellado con un hexdgono (C1b). También se
observé que estos seis sujetos tuvieron dificultad para definir un poligono
estrellado. En cuanto a la identificacién visual de transformaciones y
movimientos, sélo tres sujetos tuvieron dificultad para ubicar el centro de
giro, los ejes de simetria o los puntos de traslacién (Cla). Las propiedades
de las transformaciones pudieron definirlas de manera adecuada ocho
sujetos, el resto no respondié o lo hizo de manera incorrecta (C3c). La
mayoria logré identificar el elemento generador, pero cuatro sujetos no
pudieron hacerlo (C3d). La visién global de las isometrias en el plano fue
manifestada por cinco sujetos (C4a), pero solamente uno de ellos entregé su
escrito con demostraciones formales (C4b).

Por dltimo, ninguno de estos cinco sujetos respondié adecuadamente a
la descripcién de las relaciones entre las isometrias que ellos mismos
sefialaron (C4c). Esto puede deberse a que requerian mayor tiempo para
redactar sus respuestas, a que no respondieron adecuadamente o a que
simplemente la dejaron sin responder. En la Figura 2 ¢) se muestran varios
ejemplos de los errores que se identificaron, por ejemplo, nombrar los
cuadrados con la H de hexdgono o al poligono de seis lados identificarlo
con la E de poligono estrellado, incluso, identificar un cuadrado con la E de
poligono estrellado y a la vez con la R de rombo. También se observaron
dificultades en la identificacién del elemento generador o tesela generadora
del mosaico. Esta identificacién habria sido mds accesible si se hubieran
trazado varias reticulas sobre el mosaico hasta visualizar la minima
composicién de los elementos geométricos.
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Figura2

Ejemplos de respuestas a los ejercicios de la tarea

Conclusiones

En este estudio piloto se resalta la importancia de la visualizacién espacial
en la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, principalmente en lo que
respecta a la representacién y transformacién de objetos en el plano y la
comunicacién escrita de resultados matemdticos. Ademds, se aborda una
prictica educativa mediante el diseio de una tarea que posibilite el
desarrollo de habilidades de visualizacién de manera eficaz. Los errores
encontrados no estaban considerados para ser analizados, sin embargo,
resultaron utiles para el planteamiento de nuevas acciones en futuras tareas
y en la planificacién de la docencia, por ejemplo, otorgar mayor atencién a
la geometria de las transformaciones y a la descripcién de las relaciones
interfigurales, ya que son necesarias para la manifestacién de los dos
primeros niveles de Van Hiele, que se asocian con la visualizacién y el
andlisis de los objetos geométricos con los que se estd trabajando. Esto
contribuiria al desarrollo de habilidades de visualizacién para identificar,
reconocer y comparar sus diferencias, semejanzas, analogias y describir sus
propiedades intrinsecas.

La tarea que se realizé en este estudio favorecié que tres sujetos
superaran por completo todas las categorias de los tres primeros niveles y
que manifestaran algunas caracteristicas propias del Nivel 4, que estin
relacionadas con la categoria de visién global de las isometrias planas. Se
considera que estos tres sujetos se encuentran en transicién del Nivel 4 al
Nivel 5; es posible que correspondan a profesores de matematicas en
servicio o los estudiantes que recientemente concluyeron la carrera de
matemdticas. Su formacién les permitiria atender el rigor matemitico
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exigido por este Nivel 5, en el que se requiere una comprensién profunda de
teoremas y axiomas, asi como el dominio de diferentes geometrias. El resto
del grupo, al ser heterogéneo, con estudiantes recién egresados de la carrera
de magisterio, de ingenieria y de ciencias sociales, solamente manifesté
caracteristicas propias de los Niveles 1, 2 y 3, que se relacionan con las
diferentes categorias que componen la propuesta del modelo de Van Hiele
aplicado a isometrias (Jaime & Gutiérrez, 1989).

Los resultados obtenidos en este estudio son consistentes con los
encontrados por Arnal-Bailera y Manero (2021) en uno de sus trabajos
realizados con estudiantes de posgrado. Por ello, se considera necesario que
en los programas de formacién de profesorado y de futuros investigadores e
investigadoras en Didéctica de las Matemadticas se propongan nuevas tareas
y actividades educativas que contribuyan a la manifestacién de los sujetos en
el Nivel 4, como lo sugirieron Pandiscio y Knight (2010). Las categorias
que se establecieron en este estudio no solo revelaron las habilidades y
destrezas de los sujetos en cuestién, sino que también permitieron
identificar errores y dificultades que se presentaron durante las acciones
implementadas en esta tarea.

El hecho de que los sujetos manifestaran caracteristicas de algunas
categorias asociadas a un determinado nivel, pero no de otro, sugiere que la
caracterizacién de los niveles de Van Hiele en un sujeto estd estrechamente
relacionada con el tipo de la tarea propuesta y con las habilidades y
destrezas que presenta cada sujeto. Los hallazgos de este estudio
constituyen un punto de partida para futuras investigaciones en el que se
tiene contemplado la comparacién de los niveles de van Hiele con otros
referentes teéricos, como podrian ser los componentes del sentido espacial,
en particular, el componente correspondiente a la visualizacion.

Una limitacién que presenta este estudio es el tamafio de la muestra
analizada, al no ser suficientemente numerosa, no es posible generalizar los
resultados obtenidos. Ademds, no se realizé un estudio previo de los niveles
de Van Hiele antes de pasar a las teselaciones debido a la corta duracién
prevista para esta tarea durante el curso. No obstante, las categorias que se
establecieron para analizar la tarea no sélo revelaron las habilidades y
destrezas de los sujetos, sino que también permitieron identificar errores y
dificultades que podria dar lugar a la generacién de conocimientos
posteriores.

En las implicaciones para la ensefianza, la elaboracién manual o digital
de los mosaicos contribuy6 al desarrollo de competencias procedimentales y
al fortalecimiento de las habilidades de visualizacién mediante movimientos
y transformaciones en el plano. Sin embargo, la falta de dominio de
instrumentos geométricos fisicos dio lugar a retrasos y dificultades de
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precisién al elaborar los disefios. El uso de software de geometria dindmica
como GeoGebra habria permitido atenuar esas dificultades. Esta tarea
permitié establecer conexiones matemadticas con elementos artisticos que
incentivaron su creatividad y comprensién de las ideas y los procesos
matemidticos de las isometrias. La elaboracién de nuevas propuestas para el
disefio y la creacién de teselados geométricos abre una linea de andlisis para
futuros estudios.
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